HX3 2006/2007 - Le corps des nombres réels R

1. Pour a € [1,400], simplifier /a4 2va — 1+ va—2va — 1.

o

Simplifier v/5v2+ 7 — V/5v2 — 7.

n n
3. Vérifier que pour des réels x1,... ,2, de R4 on a E z; < E NETH
i=1 i=1

4. On considére une suite arithmétique (a1,az,...,a,) de R%. Montrer que

n

1 n—1
— \/Ok+1 + /0 B Van +Jar

9. Montrer que pour tout n € N*, il existe p € N* tel que (1 +v/2)" = VP++vp—1

6. Déterminer les = € R tels que
1) V3—xz—Va+1>1/2;
2) V313+x+ /313 —z =6.

7. Soit (p,q) € (N*)2 tel que

V2 — B' < 1. Montrer que ’on a:
q

1
28 v

8. Soient z1, x9,..., z, dans R tels que :

n n

g x?:in:n

i=1 =1

Montrer que pour tout 1 <¢ < n, x; = 1.

9. Soit n € N*.
1) Soit (z1,z2,...,z,) € R™. Etablir :

r1+(1—z)ze+ (1 —az1)l—22)z3+...+ 1 —21)...(L—2zp_1)zn + (1 — 1) ...

2) Prouver :

kK
> wCn=n
k=1

1—z,) =1

10. Soit a € R;. Montrer que pour tout n € N, (1 + a)" > 1 + na.

11. Soit (a,b) € R% Montrer que a +b < 2 +a* +b* et a +b < (1+ a?)(1 + b?).

12. Soient a; >0, ag > 0,..., a, > 0. Montrer que :

11 1 )
(a1 +az+ ... +ap) ottt )=n

13. Soit (a1, as,...,a,) € R . Montrer que :

(So) exs oo

=1 =1 j=1



n n
14. Soient n € N* et 21, 29,..., z,, dans [0, 1]. Montrer que H(l —x;) > 1- Zwl
i=1 '

15. Soit n € N*.
1) Soient ay,..., an, b1,..., b, des réels tels que a; < ... < a, et by < ... < b,. Etablir

1 < 1 & 1 &
(30 (3] =
=1 =1 =1

2) En déduire que si (a,b,¢) € R, (a+b+¢)" < 3" Ha" +b" + ).

1 n
16. Montrer que pour tout n > 2 : n! < <n—2|— ) .

17. Montrer quesin € Z et z € R, E(xz +n) = E(x) + n. Montrer que f : z — E(z) est croissante et f o f = f.
Tracer le graphe de = —— E(x) et exprimer pour x € R, d(z,Z) = inf,cz |x — n|.

18. Soient n € N*, z € R. Montrer que E (%) = E(z).

19. Soient p un nombre premier et n € N*. Montrer que la valuation p-adique de n! est :

so(3)

keN*

n—1

k
20. Soient n € N*, x € R. Montrer que Z E (x + —) = E(nx) (considérer la division euclidienne de E(nz) par
n
k=0

21. Montrer que pour tout n € N* :

2V 1 Vi) <

<2(vn-vn-1)

Q‘

1 1
En déduire E(1+ —+ ...+ —— ).
( V2 10000>
22. Soit f un morphisme de I'anneau R dans lui-méme.

1) Montrer que pour tout ¢ € Q, f(q) = q, et que f est croissante.
2) En déduire f = Ig.

23. Soit H un sous-groupe additif de R distinct de R. Montrer que R\ H est dense dans R.

24. Montrer que 'ensemble des nombres dyadiques F = {2%, méeZ,neN } est dense dans R.

25. Soit E un ensemble dense de R, F une partie finie de E. Montrer que E — F est encore dense dans R.

26. Soient A et B deux parties non vides de R telles que pour tout (a,b) € A x B, a < b.
1) Montrer que sup A < inf B.
2) Vérifier 'équivalence des deux conditions suivantes :
(i) sup A = inf B

(ii) Pour tout € > 0, il existe (a,b) € A x B tel que b —a < ¢.

3) On suppose AU B dense dans R. Montrer que sup A = inf B.

27. Soient A une partie non vide bornée de R. Montrer que SUP(34)ea2 [z — y| = sup A —inf A.

. oit (x;)ier une famille non vide d’élements de possédant une borne supérieure (resp. inférieure) finie e
28 Soit famill ide d’él ts de R édant b A1 inféri finie et
non nulle.

1 1 1 1
Montrer que inf — = —— (resp. sup — = ——
€l T SUPjer T ier T infiera;



29.  Soient (z;)ier et (y;);jes deux familles de R possédant des bornes supérieures (resp. inférieures) finies.
1) Montrer que sup (z; +y;) =supx; +supy; (resp. inf (x; +y;) = inf z; + inf y;).
(i,7)EIxJ i€l jeJ (6.5)elxJ iel jeJ
2) On suppose que pour tout (i,7) € I x J, z; > 0 et y; > 0. Montrer que sup ;y; = supz; supy; (resp.
(¢,5)EIXJT el jeJ
inf  x;y; = inf x; inf y;).
ideixs U T el ZjeJy])

30. Montrer que {r® € Q, 7 € Q} est dense dans R.

31. Inégalité de la moyenne géométrique :
1) Soient n € N, x € Ry, y € Ry. Vérifier la formule suivante

2
" — nacy"_l +(n—1y" = (x— y)2 (n—Fk— 1)xky”_k_2
0

3
|

B
Il

-1
2) Soient n € N\{0,1} et (a, 3) € R2. Montrer que at(n-1)8 > Vapnr—1.
n
3) Soient n € N* et a1, ag,..., a, dans Ry. Montrer que :

ap+az+...+an

= Yajas...an,

n
32. Soit (z1,...,x,) € (R*)™. Montrer que :
+
.
xI9 I3 In I

33. Soit (I1)rex une famille d’intervalles fermés de R telle que ﬂ I, # 0. Pour tout k € K, on note Iy, = [ag, bg),
keK
ar < by. On note a et b les extrémités de ﬂ Iy, (resp. U Ii), avec a < b. Montrer que a = supycx a et
keK keK
b = infre i by, (resp. a = infre i ag et b = supgex bi)-

34. Soit (In)nen une suite d’intervalle de R telle que pour tout n € N, I, N I;,41 # 0.

n
1) Montrer que pour tout n € N, U I, est un intervalle.
k=0
2) En déduire que U I, est un intervalle.
neN

35. Point fixe d’une fonction croissante Soient f : [0,1] — [0, 1] une fonction croissante et
F={zre0,1], /() <z}

1) Montrer que F # 0.
2) Montrer que si z € F', f(x) € F.
3) Etablir 'existence de a € F' tel que f(a) = a (considérer inf F).

36. Quels sont les éléments d’ordre fini du groupe additif R/Z ?



