HX3 2006/2007 - Déterminants

1.  Soit A = (a;j) € Mu(R) telle que pour tout (i,5) a;; € {&1}. Montrer que det A est un entier divisible par
21,

2. Vérifier les relations suivantes dans K :

0 —r ¢ 0 a b ¢

r 0 —pl=0 | ¢ 0 v 5 = (aa — bB + cy)?

B 0 b —v 0 «

7 P —c -0 —a 0

a b c d
b a d c
e d a b =(a+b+c+d)a+b—c—d)(a—b+c—d)(a—b—c+d)
d ¢ b a

3. Vérifier les relations suivantes (pour des matrices carrées de taille n) :

111 1 011 1
1 01 1 101 ... 1
11 1= (-1)" 1, 110 ... 1= (-1)"t(n-1)
111 0 1 11 0
11 0 O 0
11 1 0 0

Osin=2oub (mod 6)
=< 1lsin=0oul (mod 6)
—1sin=3o0ou4 (mod 6)

—_
—_
—
=)

o O
o O

4. Vérifier les relations suivantes (pour des matrices carrées de taille n) :

a b b b T 0 0 ag
b a b ... b -1 = 0 ... a n—1
b b a b :(a—b)"_l[a+(n—1)b]; 0 -1 =« as :Zakxk
b b b a 0 0 1 ap
5. Vérifier les relations suivantes :
. ! o R e e,
1 ar ai ay 1 " " -
by by a2 ... az | =TT (ai — b); Cn.+1 Cn.H e C'n.Jrl _,
palie} : : :
o . N ; ;
b1 by ... b1 ap—1 Cn+p Cn+p CnJFP

6. Calculer le déterminant de la matrice (ngjl_2)1<i7j<n+1.




7. Calculer :

a1 + b1 by ... by
by as +by ... by
det . ) .
by, by, cee apt by
8. Déterminant de Vandermonde : Pour tout surcorps commutatif L de K et tout (a1, as,...,a,) € L™, on
note
1 a a2 apt
1 a a3 ay~!
V(CL]_,CLQ,... 7an):
L an-1 ay an
1 ap a? an~!
1) Soit (a1, az,...an—1) € K" 1. Montrer que
n—1
V(al, ag,... ,0p-1, X) = V(al, as, ... ,an_l) H(X — a,-)
i=1
2) En déduire que si (a1, a9, ... ,a,) € K™ :
V(ay,ag,. .. a,) = H(aj —a;)

i<j

9. Déterminant d’Hiirwitz : Soit C1, Cs,..., C, dans K, (a,b) € K?. On pose :

Ci a ... a
b Cy ... «a
M = . . )
b ... b C,

et H la matrice de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1.

1) Montrer que P(X) = det(M + X H) € K[X] est un polynéme de degré inférieur ou égal a 1.

2) En introduisant la fonction f : z € K — (C7 — 2)(C2 — z)...(Cy — x), en déduire le déterminant de M
lorsque a = b, puis lorsque a = b.

10. Déterminant de Cauchy : Soient (ai,...,a,) € K", (b1,...,by,) € K" tels que pour tout (i,7) €
{1,2,...,n}, a; + bj # 0. Montrer

det ( 1 ) . V(al,ag,... ,an)V(bl,bg,... ,bn)
ai + b; 1<i,j<n ngi,j<n<ai +b;)

ou V(xy,...,zy) = Hi<j(xi — x;) pour tout (x1,...,z,) € K". En déduire le déterminant de Hilbert :

1
det ( >
Lt/ 1<iggn

11. Soit A € Ma,11(K). On suppose que la caractéristique de K est différente de 2. Montrer que si A est
antisymétrique, det A = 0.

12. Soit u € L(E), E étant un R-espace vectoriel de dimension finie n. On suppose que u? =

n est pair.

—Ip. Montrer que




13. Soit A € M,,(K). Montrer que

Osirg A<n—1
rgcom A=¢ lsirgA=n—-1
nsirgA=n

14. Soit A = (aij)1<i,j<n € Mn(K). Pour tout (4,j) € {1,2,... ,n}2, on note D;j le cofacteur de a;; dans A.
Vérifier que pour tout = € K :

det(z + aij)lgm‘gn =detA+=x Z D;;

1<i,j<n

15. Résoudre les systeme suivants :

Ti+x20+...+x,=1

2r+y—z=a r+y+z2=0 1+ 2x2+...+nx, =0
r+my+z=>b ax + By +vz =2 , 1 +4ro+ ...+ nlz, =0
3r+y—mz=c e+ FPy+422=3 | ...

xr1 + 2n71$2 + ...+ nniliﬁn =0

16. Soit A € My, ,11(K). Pour tout i € {1,2,... ,n+ 1}, on note C; la i-eme colonne de A, et D; le cofacteur
de "«;” dans la matrice

a1 g ...00p4+1

n+1
Vérifier que Z D;C; =0.
i=1

17. Soient fi, fo,..., fn dans F(X, K).

1) Vérifier I’équivalence des deux conditions suivantes :

(i) f1, f2,- .., fn est libre dans le K-espace vectoriel F(X, K).

(ii) Il existe a1, as,..., a, dans X tels que det(fi(a;))i<i j<n # 0.

2) Soit L un surcorps commutatif de K. Montrer que les rang de (fi, fa,..., fn) dans le K-espace vectoriel
F(X, K) et dans le L-espace vectoriel (X, L) sont identiques.

18. Soit (o, B) € K* x K. Pour tout n € N, on pose

a+8 af 0 0
1 a+ 8 af 0
Dn: ". .'. ".
0 1 a+p af
0 .0 1 a+p

1) Vérifier que, pour tout n > 2, on a :
Dy, — (Oé + B)anl +aBDp2=0

2) En déduire la valeur de D,, pour tout n € N.

19. 1) Soient (A, B,C, D) € M,(C)* tel que DC = CD, D inversible. Montrer que :
A B
det ( c D > = det(AD — BC)

2) Montrer que le résultat reste vrai si D n’est pas inversible.




20.  Soit (A, B) € M,(R). On suppose A et B semblables dans M,,(C). Prouver que A et B sont semblables
dans M, (R).

21. Soit A un anneau commutatif intégre. On note GL ,,(A) I'ensemble des matrices M € M,,(A) tel qu'il existe
M' e M,,(A) avec MM' = M'M = I,,. Pour M € M,,(A), démontrer I"équivalence :

M € GL ,(A) < detM € A~

ou A* désigne le groupe des inversibles de ’anneau A.

A

29. Soith(C b

> une matrice carrée complexe inversible avec A et D elles aussi carrées. On écrit

A/ ! R , .
M1t = < oD ) avec le méme découpage. Trouver une relation entre det M, det D et det A’.

23. Résultant de deux polynémes : Soient F et G dans C[X] ot deg F =n > 1 et degG =m > 1.
1) On considere

Crn1[X] x Cpa[X] — Cpym[X]
P : (U,v) — UF 4+ VG

Donner une CNS pour que ® soit injective. Ecrire la matrice de ® dans les bases canoniques.
2) Soit I' = {(F(t),G(t)) € C%, t € C}. Etablir l'existence de R € C[X,Y] tel que pour tout (z,y) € C?:

(r,y) el < R(z,y)=0

24. Soit A = (a;j) € My(C) telle que :
(7) pour tout i, a; #0 ;
(1) pour tous i, j distincts, a;; # 0 implique aj; = 0 ;
(#4i) pour tous i, j, k distincts, a;; # 0 et aj; # 0 impliquent a;, 0.
Calculer det A.

25. On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension n, u € L(F) et B une base de E. On définit
p: E" — K par

o1, ... ,Tp) = dgt(u(wl), T2y ... Ty) + dgt(:cl,u(arg), ceyTp) F e+ dgt(wl,mg, cou(xy)).

Montrer que ¢ = Trudetg.



