HX3 2006/2007 - Différentielles

U désigne un ouvert de R™.

1. On suppose R" muni d’une norme euclidienne. Montrer que 'application z — ||2||? est différentiable sur R™.
Qu’en est-il de x — |[jz|| ?

2. Pour les fonctions f : R? — R suivantes, étudier la continuité de f et la continuité des dérivées partielles
premieres de f :

x? 2) sin ——= si (z,
) f(m,y):{( +y?) (z,y) #0

2 1y2
0si(z,y)=0
[ 2?y*In(2? + y?) si (z,y) #0

3) flz,y) =z -yl

3. Etudier et simplifier la fonction :
R2  — R
1—xzy
\/1+$2+y2+$2y2

f: (z,y) +—— arccos

4. Soit ¢ : R — R continue et

RQ — R
fio(@y) — /O (x — Dp(t)dt

Montrer que f est C! et calculer les dérivées partielles premieres.

9. Soit ¢ : R — R de classe C? et f: R? — R définie par
e(x) —ely) .
f($7y): r—y Slx#y
¢lz)siz=y

Démontrer que f est de classe C! sur R2.

6. On munit £ = R" de sa structure canonique d’espace euclidien et on considere :

E\{0} — R
foox —

Montrer que f est de classe C*°. Préciser graa) I

7. On munit R? de sa structure canonique d’espace euclidien orienté et on note (e, e2) la base canonique. On
considere f : (z,y) € R*\R_ey — 0 = arg(z + iy) €] — 7, 7[. Montrer que f est de classe C* et préciser gradf.

8. Différentielle de I’inversion : On munit £ = R" de sa structure canonique d’espace euclidien. Soit A € R*.
Pour tout « € E\{0}, on pose f(z) = H?\v# Montrer que f est une permutation involutive de E\{0} de classe C*.

Soit x € E\{0}, on note s la symétrie orthogonale par rapport a xt. Montrer que

A
df(z) = —=5s
]2
9. Généralisation du théoréme de Rolle : Soient K un compact de R" contenant U, f : U — R. On

suppose f continue sur K, dérivable sur U et constante sur K \U. Montrer que f atteint 'une au moins de ses bornes
sur K en un point ¢ de U et qu’alors df(c) = 0.

10. Soit f: M € My (R) — det M € R. Montrer que f est C* et que pour tout (M, H) € M,(R)? on a :

df(M)(H) = Te(CH)



ot C est la transposée de la comatrice de M. En déduire que, si M € GL ,,(R), df(M)(H) = det MTr(M ' H).

11. Montrer que la fonction

I

GL ,(R) — GL ,(R)

M —

M-

1

est de classe C* et préciser sa différentielle en I,,, puis en My inversible.

12. Soit f: (z,y) € R? —

1) Montrer que f est C'.

2) Montrer que

3

LY .
2 (,y) #0
0si(z,y)=0
2 2
o2 f 02f . : / o°f
g0z € 770, existent mais que 3y ax(0,0) =+ 920y

(0,0).

13. Trouver toutes les fonctions de classe C' sur R? telles que

of

1) pour tout (x,y) € R?, —~(x,y) = h(z) ott h : R — R est une fonction continue sur R ;

oz

0
2) pour tout (z,y) € R?, a—f(ac, y) = h(y) ou h : R — R est une fonction continue sur R.
T

82
14. Trouver toutes les fonctions de classe C? vérifiant 1) pour tout (x,y) € R?, G—J; =0;
x

2) pour tout (z,y) € R?,

82 f

0xdy

=0.

15.  Soit f: R — R de classe D?. On définit y : (z1,... ,2,) € RN\{0} — f <

laplacien de y est nul, i.e.

n
0%y
8= 2502
=1 ?

=0

n

Dt

=1

(2

). Trouver f tel que le

16. Trouver les fonctions f : R — R de classe C? telle que g : (z,y) € R%Y xR+ f (g) vérifie
x

0%g 0% B

ox? 0y

Y

x3

17. Expression du gradient en coordonnées polaires :

i + YT = pﬁ(@), F(p,0) = f(x,y). Démontrer que

OF 10F
gradf = a—pﬁ(ewzﬁv(e).

Soit f: U C R? — R différentiable. On écrit pour

18. Expression du Laplacien en coordonnées polaires :
Z(p,0) = z(pcosb, psinf). Montrer que :

Az

o
0z

0%z B 0%z

a2 0p?

1
2

Soit z : U € R?> — R de classe D? et on pose

0*Z
92

Loz
p Op

19. Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes en utilisant les coordonnées polaires :

1) x

2) x

af  of
oy Yoz
of . 9of

Oz y@y

— ‘/$2+y2




20. 1) Montrer que (x,y) — (u,v) = (zy, = + y) est un C>®-difféomorphisme de U = {(z,y) € R?, x > y} sur
V = {(u,v) € R?,v? > 4u}.
2) Déterminer les fonctions dérivables z de (z,y) € U telles que

21. 1) Véifier que (u,v) — (z,y) = (“22&, 2) est un C*°-difféomorphisme de U = R x R} sur V =R} x R.
2) Trouver toutes les fonctions dérivables z de (z,y) € V telles que

0z 0z
20— —y(1 0
2o —y(l+y )8y
22. Déterminer un ouvert U de R3 tel que f : (2,9,2) € R3 — (22 —y — 2,20 +y + z,2 + y — 2) soit un
C°-difféomorphisme de U sur f(U).
23. Exprimer les extrema locaux et globaux de :
D fi(z,y) eRPr— 2%+ (z+y—1)?+y%
2) fi(r,y) € R?— 22 y+ln(1+y )-
3) f:(z,y) R — 2’ 4y
4) f:(z,y) € R?2 — 2% + 3y — 22 — 10y + 2xy + 6.
5) f1(z,y) € R? r— eV,
6) f:(z,y) € [-1,1]* — 2® +y? +sin(z® +37).
24. Soit
(®})? — R

fo @y) — maarsas

Montrer que f admet un unique extremum local sur (Ri)Q et que celui-ci est un maximum global.

25. Soit k > 0. Déterminer

sup TYz
z-l—y—&-z:k:,(cz:,y,z’)ER?|r

26. Onpose A= {(z,y) cR20<a<xr<bet 0<y<1}. Calculer [ = // y*dady.
A

27. Onpose A= {(z,y) eR%, 1<z <aetl<y<1}. Calculer I = // zye®TVdady.
A

28. Onpose A= {(z,y) €R%2,0< 2,0 <yetaz?+y?<1}. Calculer [ = // dxdy.
A

x2+1

29. On pose A la partie délimité par les paraboles y = 22 et = y2. Calculer I = // rydady.
A

30. Onpose A ={(z,y,2) € R® 2% +y? + 22 < a®}. Calculer I = /// (2% + 9?)dzdydz.
A

31. Onpose A ={(z,y,2)cR3z?/a® +y*/b® + 22 /c? < 1}. Calculer [ = /// 22dadydz.
A

32. Calculer // In(1 + z + y)dzdy et // rydxdy.
z,y20,24+y<1 y20,224+y%—22<0

33. Calculer 'aire d’une ellipse en fonction de a et b, demi-grand axe et demi-petit axe.




