HX3 2006/2007 - Suites définies par récurrence

1. Soient (un)nen et (vn)nen deux suites de R* . On suppose qu'il existe ng > 0 tel que si n > ng :

Un+1 Un+1
<
Un, Un

Démontrer qu’il existe A > 0 tel que pour tout n € N, u,, < Av,,.

2. Déterminer les suites (2, )neny d’éléments de C telles que pour tout n € N :

Tpt2 — OTnt+1 + 62, =05 Tpio —4dapy +42, =0

3. Déterminer les suites (uy)nen de C dans les cas suivants :
ug =0, ug =1 et upyo = Upy1 + uy pour n € N;
ug=1,u; =1et upyo = %unH + 2u, pour n € N;

ug =0, ug =1 et upya = Upr1 — uy pour n € N.

ug =1, up = 2i et upyo = 2(1 + i)ups1 — 2iu, pour n € N.

N
S N N

4. Exprimer en fonction de n les suites définies par :
1) up € R, u; € R, et upy1 — uyp = n pour tout n € N.
2) up €R, u; €R, et uyy1 + 2u, = n? pour tout n € N.
3) up € R, uy € R, et upio = 2uUpt1 — Uy +n + 1 pour tout n € N.

1+5
2

5. Soit w=

. On pose pour tout n € N, a,, = d(w",Z). Etudier lim ay,.

n—-4oo

6. Donner en fonction de n les termes de la suite (Zn)nen définie par récurrence en posant pour tout n € N :

1
Tyl = 20p + 35 Tpy1 = g(xn + 1)

Up — 2
7. on définit la suite (tn)nen Par ug = 3 et Uy = ———— pour tout n € N.

up + 1
1) Montrer que pour tout n > 0, u, > 1.
2) Etudier la monotonie de (uy)npen.
3) Quelles sont les valeurs éventuelles de la limite de (up)nen ?

4) On considere la suite v, =

— . (n € N). Montrer que (v,)nen est une suite géométrique dont on calculera

n
le premier terme et la raison.

5) Etudier la limite de (Un)nen, puis celle de (uy)pen-

du, — 9

8. On considere la suite définie par ug > 3 et Upy1 = 5
Uy, —

4r —9 , . . .. . .
5 » préciser les points d’intersection avec la droite y = x.

1
2
3

Tracer le graphe de z +——

En déduire que (un)nen est bien définie et les valeurs éventuelles de sa limite.

On pose pour n € N, v, =

3 Montrer que (v, )nen est une suite arithmétique.
Unp,

)
)
)
)

4) Etudier la limite de (un)nen-

9. Etudier les suites définies par :
1) up=m/4 et upt1 =1 — cosu, pour n € N.

2) ug=1/2 et upy; = 1—6+u% pour n € N.

Juz +7
up € R et up1q1 = W—lpomnEN

ug > 1 et up+1 =2+ Inwu, pour n € N.
up > 1 et up41 = In(1 + 2u,,) pour n € N,
3

S Uk W
= =

uoeRetunH:mpourneN.

n



10. Etudier la convergence de la suite (x,,),en définie par récurrence en posant pour tout n € N :

Tptl = V2 —Tp; Tpt1 = V3Tp — 2

11. Soit (un)nen la suite de R définie par ug = ¢, et pour tout n € N, u, 1 = au, +bota>0,b>0et ccR.
) Comment choisir ¢ pour que la suite (uy,),en soit bien définie?

2) Etudier selon les valeurs de c le sens de variation de (uy)nen.
) Montrer que (uy,)nen converge vers un réel [. Interprétation graphique (on distinguera les cas ¢ > [, ¢ < [ et
)

12. Calcul approché d’une racine carrée : Soient 1 < a <b, f:z € [1,b] — 2% — a.
1) Démontrer que la suite définie par la méthode de Newton pour trouver le zéro de f vérifie pour tout n € N :

1 a
xn+1:§ xn‘i'x_
n

2) Montrer que (xy,),>1 est décroissante et converge vers \/a.
3) Prouver pour n >0 :

1
|Zns1 — Va| < m’% —Val?

1 ) .
On pose v, = —=|z, — v/a|. Majorer v, en fonction de vy.

2Va

4) En déduire une valeur approchée de v/7 & 10715 pres.

13. Pour chacune des relations suivantes, montrer qu’il existe un unique z € R la vérifiant et calculer une valeur
approchée de z & 1077 pres :

r4+lnz=0etx>0; x=cothzetz>0; chx=14+zetx+#0; x=2thxetz>0

14. On considere la suite de Fibonacci (uy,)nen définie par ug = 0, u; = 1 et pour n € N,

Up4+2 = Up+1 + Up

1) Montrer que pour tout n € N*, u,, € N*.
2) Exprimer u,, en fonction de n.
3) Etablir pour tout n € N, uiH — UpUpt2 = (—1)". En déduire le pged de uy, et up41.
4) Montrer que pour tout n € N* et p € N, upip = up—1up + upupr1. En déduire que pged(upip, un) =
pged(un, up) et que si d = pged(n, p), pged(un, up) = uq.
5) Déterminer lim,,_, oo Uy

U
Soit pour tout n € N, v,, = ntl

Un
6) Calculer w = lim,,_ o v, (w est appelé nombre d’or). Vérifier que w? = w + 1.

7) Montrer que pour tout n € N* :

Wlpt] + Uy Uspgo U2p+1 U 1 U2p+1
= Wlni1tUn, Uoni2 o UEndloog o, U2n - W Lt
Wlp + Upn—1  U2n+1 U2n Un—1 Uy, _q Uy, U2n

15. On supposera connu le théoreme de Césaro.
1) Soit (un)nen une suite de K telle que limy,—, o0 Unt1 — up = a. Démontrer que :

2)a. Soit (un)nen une suite de R . Montrer que si (M> y converge vers l € RyU{+4o0}, alors lir}rl Yy = 1.
ne n—-+00

Un



b. Soit p € N, p > 2. Etudier :

1
" 1
. " . .1 .,/(2n)!
_ n n — _—
ngrfoo <II <1 T k)) ’ ngrfoo Cpn’ nEr_ir_loo n n!

k=1

3) Soit ug > 0 et (up)nen définie par la relation de récurrence :

Unp,
un+1 - 2
14wz
a. Montrer que lim wu, =0.
n—-—+00
’ . . —9 _9
b. Déterminer lim u,7; —u,~.
n—oo L.
¢. Démontrer qu’au voisinage de +oo :
1
Uy ~ ——

Van

4) Soit (upn)nen définie par ug €]0,1/2[ et upt1 = up (1 — uyp) pour n € N.
1

a. Etudier la suite (uy)nen et montrer que si n € N, u, < R
n

1 1
b. En considérant la suite — — , trouver un équivalent de wu,,.
Un, Un+1
s
5) Soit ug € ]O, 5] et Upy1 = sinu, pour tout n € N. Démontrer qu’au voisinage de 'infini :
3
Uy ~ 4] —
n

16. Etudier la suite (u,)nen définie par ug = 5/2 et w1 = 1 + pour n € N,

1+ u,

17. Pour quels ug € C la suite définie par récurrence en posant pour tout n € N

14+ u,
1—u,

Unp+1 =

est-elle définie? Montrer alors que (uy)nen est périodique.

18. ZEtudier la suite de réels définie par ug € R et pour tout n € N,

3ty + 2 2 3u, — 4
3y Uptl =3 — — Upyl =

Yntl = Uy, + 3 Up, Uy, — 3



