
HX3 2006/2007 - Déterminants

1. Soit A = (aij) ∈ Mn(R) telle que pour tout (i, j) aij ∈ {±1}. Montrer que detA est un entier divisible par
2n−1.

2. Vérifier les relations suivantes dans K :
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−a 0 γ β
−b −γ 0 α
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= (aα − bβ + cγ)2
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a b c d
b a d c
c d a b
d c b a
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= (a + b + c + d)(a + b − c − d)(a − b + c − d)(a − b − c + d)

3. Vérifier les relations suivantes (pour des matrices carrées de taille n) :
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1 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
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= (−1)n−1,
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0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
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= (−1)n−1(n − 1)
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1 1 0 0 . . . 0
1 1 1 0 . . . 0
0 1 1 1 0
...
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0 0 . . . 1 1 1
0 0 . . . 0 1 1
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0 si n ≡ 2 ou 5 (mod 6)
1 si n ≡ 0 ou 1 (mod 6)
−1 si n ≡ 3 ou 4 (mod 6)

4. Vérifier les relations suivantes (pour des matrices carrées de taille n) :
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a b b . . . b
b a b . . . b
b b a b
...
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b b b . . . a
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= (a − b)n−1[a + (n − 1)b];
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x 0 0 . . . a0

−1 x 0 . . . a1

0 −1 x a2
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0 0 . . . −1 an−1
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akx
k

5. Vérifier les relations suivantes :
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1 1 1 . . . 1
b1 a1 a1 . . . a1

b1 b2 a2 . . . a2
...

...
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b1 b2 . . . bn−1 an−1
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(ai − bi);
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= 1

6. Calculer le déterminant de la matrice (Cj−1
i+j−2)1�i,j�n+1.



7. Calculer :

det








a1 + b1 b1 . . . b1

b2 a2 + b2 . . . b2
...

. . .
...

bn bn . . . an + bn








8. Déterminant de Vandermonde : Pour tout surcorps commutatif L de K et tout (a1, a2, . . . , an) ∈ Ln, on
note

V (a1, a2, . . . , an) =
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1 a1 a2
1 . . . an−1
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1 a2 a2
2 . . . an−1

2
...
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1 an−1 a2

n−1 . . . an−1
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1 an a2
n . . . an−1
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1) Soit (a1, a2, . . . an−1) ∈ Kn−1. Montrer que

V (a1, a2, . . . , an−1, X) = V (a1, a2, . . . , an−1)
n−1∏

i=1

(X − ai)

2) En déduire que si (a1, a2, . . . , an) ∈ Kn :

V (a1, a2, . . . , an) =
∏

i<j

(aj − ai)

9. Déterminant d’Hürwitz : Soit C1, C2,..., Cn dans K, (a, b) ∈ K
2. On pose :

M =








C1 a . . . a
b C2 . . . a
...

. . .
...

b . . . b Cn








et H la matrice de taille n dont tous les coefficients sont égaux à 1.
1) Montrer que P (X) = det(M + XH) ∈ K[X] est un polynôme de degré inférieur ou égal à 1.
2) En introduisant la fonction f : x ∈ K �−→ (C1 − x)(C2 − x) . . . (Cn − x), en déduire le déterminant de M

lorsque a =/ b, puis lorsque a = b.

10. Déterminant de Cauchy : Soient (a1, . . . , an) ∈ Kn, (b1, . . . , bn) ∈ Kn tels que pour tout (i, j) ∈
{1, 2, . . . , n}, ai + bj =/ 0. Montrer

det

( (
1

ai + bj

)

1�i,j�n

)

=
V (a1, a2, . . . , an)V (b1, b2, . . . , bn)

∏

1�i,j�n(ai + bj)

où V (x1, . . . , xn) =
∏

i<j(xi − xj) pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Kn. En déduire le déterminant de Hilbert :

det

( (
1

i + j

)

1�i,j�n

)

11. Soit A ∈ M2n+1(K). On suppose que la caractéristique de K est différente de 2. Montrer que si A est
antisymétrique, detA = 0.

12. Soit u ∈ L(E), E étant un R-espace vectoriel de dimension finie n. On suppose que u2 = −IE . Montrer que
n est pair.



13. Soit A ∈ Mn(K). Montrer que

rg com A =







0 si rg A < n − 1
1 si rg A = n − 1
n si rg A = n

14. Soit A = (aij)1�i,j�n ∈ Mn(K). Pour tout (i, j) ∈ {1, 2, . . . , n}2, on note Dij le cofacteur de aij dans A.
Vérifier que pour tout x ∈ K :

det(x + aij)1�i,j�n = detA + x
∑

1�i,j�n

Dij

15. Résoudre les système suivants :







2x + y − z = a
x + my + z = b
3x + y − mz = c

,







x + y + z = 0
αx + βy + γz = 2
α2x + β2y + γ2z = 3

,







x1 + x2 + . . . + xn = 1
x1 + 2x2 + . . . + nxn = 0
x1 + 4x2 + . . . + n2xn = 0
. . . . . . . . . . . .
x1 + 2n−1x2 + . . . + nn−1xn = 0

16. Soit A ∈ Mn,n+1(K). Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n + 1}, on note Ci la i-ème colonne de A, et Di le cofacteur
de ”αi” dans la matrice






A

α1 α2 . . . αn+1






Vérifier que
n+1∑

i=1

DiCi = 0.

17. Soient f1, f2,..., fn dans F(X, K).
1) Vérifier l’équivalence des deux conditions suivantes :
(i) f1, f2, . . . , fn est libre dans le K-espace vectoriel F(X, K).
(ii) Il existe a1, a2,..., an dans X tels que det(fi(aj))1�i,j�n =/ 0.
2) Soit L un surcorps commutatif de K. Montrer que les rang de (f1, f2, . . . , fn) dans le K-espace vectoriel

F(X, K) et dans le L-espace vectoriel F(X, L) sont identiques.

18. Soit (α, β) ∈ K∗ × K. Pour tout n ∈ N, on pose

Dn =
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α + β αβ 0 . . . 0
1 α + β αβ 0

. . . . . . . . .
0 1 α + β αβ
0 . . . 0 1 α + β
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1) Vérifier que, pour tout n � 2, on a :

Dn − (α + β)Dn−1 + αβDn−2 = 0

2) En déduire la valeur de Dn pour tout n ∈ N.

19. 1) Soient (A, B, C, D) ∈ Mn(C)4 tel que DC = CD, D inversible. Montrer que :

det
(

A B
C D

)

= det(AD − BC)

2) Montrer que le résultat reste vrai si D n’est pas inversible.



20. Soit (A, B) ∈ Mn(R). On suppose A et B semblables dans Mn(C). Prouver que A et B sont semblables
dans Mn(R).

21. Soit A un anneau commutatif intègre. On note GL n(A) l’ensemble des matrices M ∈ Mn(A) tel qu’il existe
M ′ ∈ Mn(A) avec MM ′ = M ′M = In. Pour M ∈ Mn(A), démontrer l’équivalence :

M ∈ GL n(A) ⇐⇒ detM ∈ A×

où A× désigne le groupe des inversibles de l’anneau A.

22. Soit M =
(

A B
C D

)

une matrice carrée complexe inversible avec A et D elles aussi carrées. On écrit

M−1 =
(

A′ B′

C ′ D′

)

avec le même découpage. Trouver une relation entre detM , detD et det A′.

23. Résultant de deux polynômes : Soient F et G dans C[X] où deg F = n � 1 et deg G = m � 1.
1) On considère

Cm−1[X] × Cn−1[X] −→ Cn+m−1[X]
Φ : (U, V ) �−→ UF + V G

Donner une CNS pour que Φ soit injective. Ecrire la matrice de Φ dans les bases canoniques.
2) Soit Γ = {(F (t), G(t)) ∈ C

2, t ∈ C}. Etablir l’existence de R ∈ C[X, Y ] tel que pour tout (x, y) ∈ C
2 :

(x, y) ∈ Γ ⇐⇒ R(x, y) = 0

24. Soit A = (aij) ∈ Mn(C) telle que :
(i) pour tout i, aii =/ 0 ;
(ii) pour tous i, j distincts, aij =/ 0 implique aji = 0 ;
(iii) pour tous i, j, k distincts, aij =/ 0 et ajk =/ 0 impliquent aik =/ 0.

Calculer detA.

25. On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension n, u ∈ L(E) et B une base de E. On définit
ϕ : En −→ K par

ϕ(x1, . . . , xn) = det
B

(u(x1), x2, . . . , xn) + det
B

(x1, u(x2), . . . , xn) + · · · + det
B

(x1, x2, . . . , u(xn)).

Montrer que ϕ = Tru detB.


