HX3 2006/2007 - Variations des fonctions a variable réelle

1. Soient @ > 0et f:[0,a] — R une application de classe C' telle que f(0) = 0 et f(a)f'(a) < 0. Montrer qu’il
existe ¢ €]0, a[ tel que f’(¢) = 0.

2. Soit f: R — R dérivable telle que f admette une méme limite finie en +00 et —oco. Montrer qu’il existe ¢ € R
tel que f'(c) = 0.

3. Soit f:RY — R

1) On suppose f dérivable et lir}ra f(z) = +00. Que peut-on dire de lirf_l f'(z)?
T—+00 T—T00
2) On suppose f dérivable et lim f(x) =1 € R. Que peut-on dire de lim f'(z)?
r——+00 T——+00
3) Soit @ > 0. On suppose f’ > a. Que peut-on dire de liIJ)ra f(x)?
T—1T00
4) On suppose lim f/(x) =1> 0. Que peut-on dire de lim f(x)?
T—+00 T—+00
5) On suppose f dérivable et f’(1) > 0. Peut-on dire que f est croissante au voisinage de 17
6) On suppose f de classe C! et f’(1) > 0. Peut-on dire que f est croissante au voisinage de 1?
22
4. Vérifier que, pour tout z > 0, on a arctanz > ———.
1+ 22

5. 1) Montrer que si 0 < z < 5, 2w < sin2x + tan .
2) Montrer que si x > 0 :

arctanx >

3x
1+2vV1+ 2

3) Montrer que si z € R :

e x x
— — <cosx <l ——+ —
2 2 24
4) Montrer quesiz > 0et x #1:
Inx < 1
r—1 T
6. 1) Soient 0 < a < b. Montrer que
b—a b—a
—— < arctanb — arctana < ——
14 b2 14 a?

2) Soient 0 < a < b < 5. Montrer que

sina Ta

s
b sinbd 2b

1 1
7 <ln(z+1)—lnzx < —.

7. 1) Véifier que pour tout = > 0, on a
T

x
2) En déduire pour tout k € N*| la limite de
kn

Uy = E — lorsque n tend vers 'infini.
p=n+1

8. Théoréeme de Darboux : Soit f : I — R dérivable.

1) Soit (a,b) € I? tel que a < b et f'(a)f'b) < 0. Montrer que 1'une au moins des deux bornes de f sur [a,b] est
atteinte en un point ¢ €]a,b[. Que vaut f’'(c)?

2) En déduire que f’(I) est un intervalle.




9. Soient a > 1, 8> 1, f:[0,1] — R dérivable telle que f(0) = 0 et f(z) > 0 si x €]0,1[. Montrer qu’il existe
c €]0,1] tel que

A =c)
f(1=¢)

T

R

10. Soient (a,b) € R? tel que a < b et f : [a,b] — R C2. On suppose que f(a) = f(b) = f'(a) = f'(b) = 0.
Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que f”(c) = f(c).

11. Construire une fonction f : [0,1] — R dérivable non lipschitzienne.

12. Soit f: 1 — R. On suppose qu'il existe o > 1 et K € R tel que pour tout (z,y) € I,

1f(y) = f(@)] < K|z —y[*

Montrer que f est constante.

1 1

13. Soitf:xE}O,E}»—> -
2 sinx «x
1) Démontrer que f se prolonge par continuit é en 0.

2) En déduire que f est bornée.
3) Démontrer que f est de classe C.

In(1+ x)

14. 1) Démontrer que la fonction x — se prolonge en une fonction de classe C* sur | — 1, +o0].

se prolonge en une fonction de classe C! sur R.

) ) sin x
2) Démontrer que la fonction x ——
x
tanx —

5— se prolonge en une fonction de classe C' sur | — 7/2,7/2].
T

3) Démontrer que la fonction x —

15. Soit f: R — R définie pour tout = € R par

f(a:):{ e_% sixz>0

0siz <O
1) Montrer que f est de classe C'.

2) De quelle forme est la dérivée n-ieme de f sur R ?
3) Montrer que f est de classe C* sur R et que pour tout n € N, £ (0) = 0.

2

16. 1) Vérifier que, pour tout z € R ,0nax—$—<ln 14+2) <z
* 2

n
2) En déduire la limite de H <1 + %) lorsque n tend vers I'infini.
n
p=1

1
17. 1) Calculer les dérivées de f : z — arctan — et g : & — arctan — arctan . Qu’en conclure?

x
212 l+x
2) Montrer que les applications

xr .
+ arcsinx
T

f:x € R—— 2arctan (\/1—|—a:2—x> +arctanz et g:x €] —1,1] — 2arctan

sont constantes

18. Etudier les variations de f:z € R— e —2? —xetdeg: 2 >0+ (zlnx)? —zx(lnz +1) + 1.

19. Etudier les fonctions suivantes dont on précisera le domaine de définition :

1) . 2x
T — arcsin ——;
1+ 22’
2) z+— (z—1)%arctan —;
x

3) x+—— cos®z +sindz.




20. Démontrer que z — 122 — 1423 — 322 — 5 a une et une seule racine réelle positive.

21. Soit (a,b) € R. Trouver le nombre de solutions de ’équation e = bz.

22. Soit f: R — R définie pour tout z > 0 par

zlnx
i 1
Fz) = x_lsla:#
lsiz=1

1) Montrer que f réalise une bijection de R* sur lui-méme.
2) Montrer que si x # 1, f(z)f(1/z) < 1.

23. Calculer sup,,cy+ /7.

14z 14y
24. Calculer SUP(g,y)e[1,2]2 <T + " >

25.  Soit f : [0,4+00[— R une application C? telle que f’(0) = 0. Montrer qu'il existe g : [0, +oo[— R C! telle
que pour tout = > 0, f(z) = g(z?).

26. Soient a < b, f : [a,b] — R C2. Montrer qu'il existe ¢ €a, b| tel que

a a *02
M2 0 g (228 o

2 2

27. Soient f:I — R, D"t g € I. On suppose f("*?) continue en a et f*+?)(a) % 0. Pour tout = € I\{a}, on
écrit

_ rT—a, (z—a)" .o (x —a)" iy
F(e) = fla) + S @) o S 0 @) 4 S O )
avec ¢y €)a, z[. Montrer que
. Cy —Q 1
fimy =
zel\{a} r—a n+2

28. Soit f: R — R une fonction deux fois dérivable. On suppose qu'il existe My et My dans R, tels que pour
tout x € R,

[f(2)] < Mo et |f"(x)] < Ma.

1) En écrivant la formule de Taylor-Lagrange entre un point z et un point = 4 ¢, démontrer que f’ est bornée.
Exprimer un majorant en fonction de My et Ms. Ce majorant est-il encore valable si I'intervalle de définition n’est
plus R ?

2) En écrivant la formule de Taylor-Lagrange entre x et = + t, puis entre = et © — ¢, démontrer que pour tout
x € R,

‘f’(l’)’ < 2MOM2.

n

xp

29. Pour tout (n,z) € N x R, on pose u,(z) = Z o Vérifier que pour tout n € N et tout x € Ry, on a
p=0 *""

up(z) < €e* et que pour tout n € N et tout < 0, on a ugp+1(z) < e® < ugy(x).

30. Pour tout n € N et tout z €] — 1, +o0][, on pose

un(a) = Y-



1) Vérifier que pour tout x € [0, 1], on a

(0.@)
x"
1 +$ Z 7’L+1
n=1
2) Montrer que, pour tout n € N et tout z > 0, on a
ugn () < In(1l + ) < ugpy1(x)

3) Montrer que pour tout n € N et tout z €] —1,0], on a

In(1+z) < up(x)

31. Soient a € R, h >0, f:[a,a+ h] — R C3 sur [a,a + h]. Montrer qu’il existe 6 €]0, 1] tel que

3
_h—f”/(a“‘ah)

f(a+h):f(a)+g(f/(a)+f/(a+h)) 19

32. Soient a < b, f: [a,b] — R C3. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

a —CL3
10 = s@+ o-ar (50) + L5

33. Soienta € R, h >0, f:[a,a+2h] — R de classe C* sur [a, a+2h]. Montrer qu'il existe ¢ €]a, a + 2h][ tel que

fla+2h) =5f(a) —4f(a+h)+2h (f'(a) +2f'(a+h)) + %4f(4)(c)

34. Appliquer la regle de 'Hopital aux calculs des limites :

_ 1 1 a3 =22 —x4+2 . In(z+V1+22) —In(1 ++/2)
lim ( —— —— |, lim , lim(1 — cosx)cotan z, lim
a—0 \sinx a2 a—1 23 —Tr+6 2—0 a—1 e —1

35. Continuité et dérivabilité des fonctions convexes : Soient I un intervalle ouvert, f : I — R convexe.
1) Soit z € I. Comparer pour t < z < u avec t,u € I les réels

O - F@) f)=f@) 10 f)

t—=x uUu—2x t—u

2) Montrer que f admet des dérivées a gauche et a droite en tout point et que si z < y dans [

fly) — [
o) < i) <« L= < ) < i)
3) Conclure que f est continue sur I.
36. Montrer que z € R — In(14€%) est convexe sur R, et en déduire pour tout n € N* et tout (z1,... ,x,) € R:™:
1 1
n n n n
1+ (H l‘k) < (H(l + a:k))
k=1 k=1

37. Soient ai,..., an, by,..., by, dans R% . Montrer que

o) 1) i)

k=1 k=1 k=1




38. Soit f: R — R une fonction convexe. Montrer que /(@) admet une limite dans R U {+o00} quand z tend
x

vers +00.

39. Soit f: R — R convexe et majorée. Montrer que f est constante.

40. Soient f: [a,b] — R de classe C? et k € R.
1) On suppose que la dérivée seconde est minorée par k. Prouver que pour tout ¢ € [0,1], on a :

(@) + (1= 0)7(0) — Flta+ (1 —1)b) > 51— 1)(b— 0’
2) On suppose que pour tout (c,d) € [a,b] et tout ¢t € [0,1] :

tf(c) + (1 —t)f(d) — fte+ (1= t)d) > St(1 —t)(d — ¢)?

N |

Prouver que f” > k.

41. Soit f:R — R continue telle que pour tout (z,y) € R?

F(552) < 3@+ )

Montrer que f est convexe sur R.

1

th2z thaz

42, 1) Vérifier que, pour tout x € R*, on a th z =
2) En déduire pour tout x € R la valeur de

n—1
> 2Pth (2x)
p=0

43. Pour tout a €]1,+oo], on note :
|—-1—a,+00] — R

fa: x — aln<1+af_1>

1) Etudier les variations de x —— x — f(z) pour tout a > 1. En déduire que f, possede, en dehors de 0, un
unique point fixe x4.
2) Vérifier que pour tout a > 1, —2 < z,, < —1. Montrer alors que :

lim x,=-2
a——+00



