HX3 2006/2007 - Dérivation des fonctions a variable réelle

1. Soient f:R— R, 29 €R, a>0,b>0. On suppose f dérivable en zg. Calculer

f(zo + bh) — f(xo — ah)
h—0 (b+a)h

2. Dérivée symétrique : Soit f: I — R, x €l. La limite

lim f(zo+h)— f(zo—h)
h—0 2h

lorsqu’elle existe est appelée dérivée symétrique de f en xg et est notée Dgf(xg).
1) Prouver que si f} (o) et fj(xo) existent, alors Dy f(zo) existe et vaut 3(f;(zo) + f4(x0)).
2) Montrer que la réciproque du 1) est fausse.

existe. Montrer que f est dérivable

° h) —

3. Soient f: I — R, zg €], continue. On suppose que }Lir% flzo+ })L f(z0)
heQ

€n xo.

4. Etudier la dérivabilité de

?sizeQ
f.xG]Ri—>{ 0sizeR\Q

9. Etudier la dérivabilité de
1) x € Ry — cos/x;
2) z€R+— z|zf;

1 .

wsin 2 siz #0
3 zeR {OSim—O
201

resin 2 six #0
4) zeR {Osiw:O

6. Dérivation des fonctions paires, impaires ou périodiques :
1) Soit f: R — R dérivable. Montrer que si f est paire (resp. impaire), alors f’ est impaire (resp. paire).
2) Soit f: R — R dérivable. Montrer que si f est T-périodique, f’ est T-périodique.

7. Soit a € R, a # 1. On note In, la bijection réciproque de z € R — a® € R%. Montrer que pour tout z € R*
J +

onalna:ﬁ:{ﬁ—z

8. Calculer pour tout z € R et tout n € N

n n n n
Z p COs Pz, Z p2 cos px, Z psinpx, et Z p2 sin px
p=0 p=0 p=0 p=0

n
9. Soient ai,..., ap dans Ret f: 2z € R — Zaksinkx. On suppose que pour tout z € R, |f(z)| < |sinz|.

k=1
Montrer que

]a1+—2a2—%...+—nan|< 1

10. Calculer pour tout n € N, f( dans les cas suivants :

1
2 -1

fro— (@342 —T7)", f:x+— e®cosz et f:x—




11. Soit f:2 € R — arctanz € R. Montrer que pour tout n € N* et tout z € R

F(x) = (n — 1)l cos™ (f(x)) sin (n (g + f(:z)))

12. Soit n € N. Déterminer la dérivée n-ieme de f : # € R — 2"(1 — 2)" € R. Calculer le coefficient de " dans

f™)(z) et en déduire la valeur de Z C’QQ.
k=0

13. Domaine de définition et dérivée des fonctions suivantes
1) 2+ (22 +3)(z —2) ;

1
2 .
) T Byl
2sinx + 1
3 .
) T Ysing — 1
4) xrﬁ&.
1—sinz
5) 2+ (22 =5z +3)Inwz ;
6) =+ (z*—22+1)5%
7 .
)x}—)(:ﬁ—x—l—l)?’
8) x+— 2sin*z +sin®x — 3sinz ;
9) |_>sin(2x)+1;
cos 2x
10) z+—— z(In|z])? ;
z—1
11 1 ;
) o=l z—2|’
z—1

r—2x

) x_+1;

) v+ /(Inx)?+1;
) o (2% + 2+ 1) ;
2% —1
) T e
) z—erlng ;

)

T +— (1+%)w.



