HX3 2006/2007 - Intégrale des fonctions continues

1. Soient a <c<b, f:[a,b — R continue par morceaux. Montrer
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2) Soit f : [a,b] — C continue. Donner une CNS pour que / |f| =
a

si et seulement si f garde un signe constant

b
1

1
1
3. Soit f:[0,1] — R continue. On suppose / f= 5 Montrer qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que f(c) =
0

b
2. 1) Soit f: [a,b] — R continue. Montrer que / |f| =
a

large.

4. Soit f:[0,1] — [0, 1] continue non nulle telle que :

1 1
/ f= / f2. Montrer que f =1
0 0

5. Autour de l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 1) Soient f,g : [0,1] — R, continues telles que fg > 1

Montrer que
1 1
(L) ([9)>

2) Soient (a,b) € R%, E I’ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C' telles que f(0) = a et f(1) =
Déterminer

1
. / 2
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Cette borne inférieure est-elle atteinte?

6. Soit f:[0,1] — R continue. On suppose que pour tout n € N :

1
/ f(z)z"dx = 0. Que dire de f?
0

7. Soit f: R, — K continue, a > 0. Montrer que

ah
lim md:l: =
h—0t Jp, T

f(0)Ina

8. Déterminer :
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e
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9. Soit f: [1,+oo[— R convexe de classe C'. Soit n > 2.
1) Etablir :

[ E <G+ + ot S = 1)+ 57 0)

2) Montrer quesi 1 <k<n—1:
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et en déduire :

10. Soit f € C%([a,b],R).
1) Montrer que

2) En déduire que :
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[ =220 @ + s < E
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11. On pose pour tout n € N* et tout = € [0,1] :
nxsix € [0, %]
fa(@) =% 2n—nlzsize L 2]
Osixe [%, 1]

Montrer que f,, est continue pour tout n € N* et que la suite (f,,)n>0 converge simplement vers 0. Vérifier cependant
que fol fn ne converge pas vers 0.

12. Soit f: [a,b] — R, continue, M = SUPgelqp) f ().
1) Soit € > 0. Vérifier l'existence de o < 3 dans [a, b] tel que pour tout x € [a, (] :

fla)> M e

2) Conclure que

b
hm”/ﬂwm=M=WM

n—-4o00

13. Pour tout n € N, on pose

1) Vérifier que pour tout n € N, on a

1

I 1 = —
n+ n+1 2n+1

2) Vérifier que la suite (I,),ecn est décroissante et que, lorsque n tend vers l'infini :
1

I, ~ —

" An

3) Conclure que :

w/2

14. Déterminer lim sin™ tdt.
n——4oo 0




15. Soient f:[0,1] — K continue. Démontrer que

1
lim n/o 2 f(z)de = F(1)

n—-4oo

16. Irrationalité de 7 : On désire prouver par 'absurde que 7 est irrationnel. Pour cela, on suppose que 7 =

avec a € N et b € N* et on note pour tout n € N :

X"(q — bX)" m
P, = # et I, = / P, (x) sinzdz
n. 0

1) Montrer que pour tout n € N, I, > 0 et que lim I, =0.

n—-+00

2) Soit n € N. Montrer que pour tout £ € N, on a p (0) € Z et pk (m) € Z. En déduire que I,, € Z.
3) Aboutir & une contradiction et conclure.

a

b

17. Lemme de Riemann-Lebesgue : Soit f : [a,b] — K une fonction continue par morceaux.
1)a. Soient a < 3. Montrer que

B
lim / e"™dxr =0

n—-+o00

b. Soit g : [a,b] — K en escalier. Montrer que

b
lim g(x)e"*dx =0

—
n—oo a

c. Montrer que

b .
lim / f(z)e*dx =0

n—-+o0o

puis que

b b
lim / f(z)cosnzdr =0 et lim (x)sinnxdr =0
a

n—-400 n—-4-o00 a

2) On désire prouver le résultat du 1) par une méthode différente.
a. On suppose f de classe C'. Montrer que :

b
lim / f(x)e™dz =0

n—-—+o00

b. Conclure comme en 1) pour f seulement continue par morceaux.

18. Calculer la dérivée de la fonction :

4
X
z€eR+— / arctant dt
—2x

19. Etudier la fonction f: R — R définie pour = € R par

2 2

sin“ x cos“ T
f(x) = / arcsin /tdt + / arccos V/tdt.
0 0

20. Soit f: R — R continue. On suppose que la fonction :

X
r€ER+— f(x)/ f décroit. Montrer que f = 0.
0




21. Soit f: Ry — R continue telle qu’il existe k& > 0 tel que si z € R :

ng(:c)gk:/oxf

x
Montrer en étudiant la fonction z — e~ *® / fque f=0.
0

22. Soit (a,b) € R2. Trouver les fonctions f : R — R continues telles que pour tout € R

flz) + /Om(m —)f(t)dt = az +b.

23. Soit f:[0,1] — R continue, f > 0.

1) Soit n € N*. Montrer 'existence d’une unique subdivision 0 = l’én) < :Ugn) <...< mgln_)l < =1de [0,1]
telle que pour tout 1 <k < n:
z,(:) 1 1 T
/ f:—/f (onintroduiraF:x€[0,1]|—>/f)
x(") n Jo 0
k—1
2) Soit g : [0,1] — R continue. Etudier :
LN, (o
. n
Jm 230 (el”)
k=0
24. Soit f:[0,e] — R continue. Montrer que
1+% e
lim n/ f(z™)dx = / de
"adoT 1 U
25. Calculer les limites des suites (uy)n>0 définies par
n n n
n-+k n R
“n:va “n22m7 “n:Z$Sm7
k=1 k=1 k=1
g 1
Uy = ——, et u,=—
" kz:; Vian? — k? "
26. Calculer les limites des suites (uy)n>0 définies par
<IN (2n)!\ " L&

Uy = ﬁZE(\/@, n? <ﬁkk>_nz
k=1




28. Pour x € Ry, on note q(z) = Card{(a,b) € N2, a® + b*> < 22}. Trouver un équivalent de g en +o0.

29. Soit f: [a,b] — R de classe C'. Montrer que
: b, b-ag b—a\\_ b—a [*,  (b—a)(f(b) - f(a))
nEToon</af_ n ;f<a n >>__ 2 /af__ 2

30. Inégalité de Young : Soient a > 0, f : [0,a] — R. On suppose f de classe Ct, f' > 0 et f(0) =
1) Montrer que f~! est définie, dérivable sur [0, f(a)].

2) Montrer que si z € [0,a] :
/ f+/ =uaf(z)

3) En déduire que pour tout z € [0, a] et tout y € [0, f(a)] :

e[

4) On ne suppose plus f de classe C!, mais f seulement continue, strictement croissante avec f(0) = 0. A I'aide
des sommes de Riemann, prouver que ’égalité du 2) est encore vraie.

31. Soita<b, E=C([a,b],R), F = {g € C*([a,b],R), g(a) = g(b) = ¢'(a) = ¢'(b) = 0}
1) Soit f € E. Montrer I’équivalence :

(3g € F)(g <:>/f t)dt = /btf(t)dt:

2) Soit h € E telle que :

Montrer que h est une fonction affine.

32. Soit f:[0,1] — R* continue. Déterminer :

1
li @
()
33. Soit f: [a,b] — R continue par morceaux. Montrer que :

b 2 b
li i de ==
n—lgloo/a f(x)| sinnzx|dz W/a f

34. Donner la limite, puis un équivalent de :

1/a

I, :/0 (In(1+2))"dz (n > 0)

35. Soit f:[a,b] — R de classe C' tel que f(a) = 0. Prouver l'inégalité :

/bf2<(b_

36. Formule de la moyenne : Soit f,g : [a,b] — R continues. On suppose g a valeurs positives ou nulles.

Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que
b b
| @g@re = 1) [ gla)da.

b
12




4
. 3 x
37. Montrer que pour z € R, [sinz — z + Tl <

ﬂ-
22
38. Soit x > 0. Donner une majoration de lerreur commise en prenant x — 5 comme valeur approchée de
In(1 + z). Donner une valeur approchée de In(1,003) & 10~% pres.
39. Pour tout (n,z) € N x R, on pose u,(z) = Z —- Vérifier que pour tout n € N et tout x € Ry, on a
p!
p=0

up(z) < €e® et que pour tout n € N et tout < 0, on a ugp+1(z) < e < ugy(x).

40. Pour tout n € N et tout = €] — 1, +00], on pose

un(a) = Yo (-1

p=1 b
1) Vérifier que pour tout x € [0, 1], on a
oo xn
In(1+z)=>» (-1)""=
n
n=1

2) Montrer que, pour tout n € N et tout z > 0, on a
gy () < In(1 + ) < ugn41(z)
3) Montrer que pour tout n € N et tout x €] — 1,0], on a

In(1+4 z) < up(x)



