HX3 2006/2007 - Espaces vectoriels normés

Sauf mention explicite du contraire, F et F' désigne des espaces vectoriels normés.

1. Soit A C E. Montrer que A est dense dans F si, et seulement si, tout ouvert de E rencontre A.

2. Soient A et B deux parties de E. Montrer que, si A est ouvert, il en est de méme de A + B.

3. Soient A et B deux parties de E. Montrer que :

AUB=AUB e ANB=ANDRB

4. Soit A C E borné. Montrer que A est borné.

5. Si AC E non vide, on appelle diameétre de A, 6(A) = sup,eapea lla — b|| € R. Soit A C E.
1) Vérifier que A est borné si, et seulement si, & (A) < 4o0.

2) Montrer que 6(A) = §(A).
3) Lorsque A est compact, vérifier 'existence de (a,b) € A? tel que ||a — b|| = 5(A).

6. 1) Soient A C E non vide, € E. Montrer que = € A si, et seulement si, d(x, A) = 0.
2) Soient A C F non vide, (z,y) € E. Montrer que :

d(z, A) < d(z,y) + d(y, A)

3) On pose pour tout A C E et B C E non vides, on appelle distance de A a B d(A, B) = infocapep ||a — b
Montrer que :

d(A,B) = d(A, B) = d(A, B) = d(A, B)

7. Identité du parallélogramme :
1) Soit E un espace euclidien. Montrer que pour tout (x,y) € E? :

lz + yl* + |z = yll* = 2(=]* + llyl1*)

Donner une interprétation géométrique de cette égalité.
2) Soit F un espace vectoriel muni d’une norme || |. On suppose que pour tout (z,y) € E? :

lz +yl1? + llz = ylI* = 2(|= ] + lly]I*)

On pose, pour tout (z,y) € E?,

(aly) = 3z + I ~ o — o)

On désire prouver que ( | ) est un produit scalaire sur E dont dérive || |.

a. Montrer que pour tout (z,y) € N, (z|y) = (y|x), (z]x) = ||z|? et (z]x) > 0si z #£0.

b. Soit (z,y,%') € E3. Démontrer que (z|y + ') = (x|y) + (z|y’) en développant ||z + vy + /||, |z — v — ¥/||%,
lo+y— oI et Jlz -y +/)

c. Démontrer que pour tout A € Q et tout (z,y) € E?, (x| \y) = A(z|y). Grace a la continuité de x — ||z||,
établir que cette égalité reste vraie si A € R.

d. Conclure.

3) Montrer || ||1 et || ||+00 ne sont pas des normes euclidiennes sur C([a, b], R).

8. Supplémentaire orthogonal en dimension infinie : Soient £ = C ([a, b], R) muni du produit scalaire :

b
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et I le sous-espace des fonctions polynémiales. Déterminer F--. En déduire que F' n’admet pas de supplémentaire
orthogonal.




9. Soit € LME] X ...x E,, F) oules E; et F sont des espaces vectoriels normés de dimension finie. Montrer
qu’il existe k > 0 tel que pour tout (z1,...,z,) € By X ... X Ey :

Iz, s an) | < Ellza]l - lznll

10. Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, u € L(E, F) surjective, A un ouvert de E.
En choisissant judicieusement des normes sur F et F', prouver que u(A) est un ouvert de F.

11. Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, (A, ) ey une suite décroissante de parties compactes

non vides de E. Montrer que ﬂ A, #0.
neN

12. Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, A C E, B C E.
1) On suppose que A est compact et B est fermé. Montrer que A + B est fermé.
2) On suppose A et B compacts. Montrer que A 4+ B est compact.

13. Théoréme du point fixe et compacité : Soient K C E compact (E espace vectoriel normé de dimension
finie), f : K — K telle que pour tout (z,y) € K2 avec x # :

1 () = F)ll < = =yl

Vérifier l'existence de a € K telle que || f(a)—al| = inf ek || f(x) —z||. Montrer alors que a est 'unique point invariant
de f.

14. Isométrie d’une partie compacte : On suppose E de dimension finie. Soit f : K — K avec K compact
telle que pour tout (x,y) € K2 :

1f(z) = FW)ll = llz -yl

1) Soit @ € K. On définit la suite (a,)neny de K en posant ag = a et pour tout n € N, a,+1 = f(ay,). A Paide de
cette suite, prouver que a € f(K).
2) Conclure que f est une bijection de K sur K.

15. Prolongement des applications uniformément continue : Soit F' un espace de Banach, f : A — F
uniformément continue.

1) Montrer que, pour tout a € A, f(x) tend vers une limite notée f(a) € F lorsque z tend vers a dans A.

2) Montrer que I'application f est uniformément continue de A dans F et que ﬁ a=1F.

16. Soit p < n. Montrer que {A € M,,(R),rg A < p} est fermé dans M., (R).

17. Continuité des applications linéaires :
1) Soit u : E — FE une application linéaire. Etablir I’équivalence des quatre propositions suivantes :
i) u est continue.
ii) w est continue en 0.
iii) u est bornée sur B(0,1).
iv) Il existe k& > 0 tel que pour tout = € E, ||u(x)|| < k||z].
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2) Soit E = CY([0,1],R) muni de la norme || ||; : f / |f|. Montrer que ¢ : f € E —— f'(0) € R est une
0

forme linéaire non continue.

18. On pose E = C([a,b], R) muni de la norme définie par :

[flloo = sup [f(z)] (f € E)

z€[a,b]

On désire prouver que (E, || ||s) est un espace de Banach. On considére donc (f,,)nen une suite de Cauchy de E.
1) Montrer que (fy)nen converge simplement vers une fonction f : [a,b] — R.
2) Montrer que (fp)nen converge uniformément vers f. En déduire que f € E.
3) Conclure que (fy,)nen est convergente dans F.




19. Soient E = {(z,)nen € RY, lim,, ;o 2, = 0} muni de la norme définie par :

[(zn)nenlloc = sup |zn| ((zn)nen € E)
neN

Montrer que E est un espace de Banach.

20. Soit E I’ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, 1] dans R. On note pour f € E :

f(az—f(y)‘

N(f) =sup|f|+ sup =,

zty

1) Montrer que N est une norme.
2) Montrer que (E, N) est un espace de Banach.

21. Soit @ € R[X]. Construire une norme sur R[X] telle que la suite de polynémes (X™),cn converge vers Q.

n k
22. Soit A€ M,(R). On pose S, = Z % pour tout p € N.
k=0

1) Démontrer que la suite (Sp)pen converge.
+00 AF
On note exp A = kZ_O i pginoo Sp.
2) On suppose A diagonalisable. Démontrer que detexp A = exp Tr(A).
3) Démontrer que si A et B commutent dans M,,(R), exp(A + B) = exp Aexp B.

4) En déduire que exp A € GL ,(R) et (exp A)~! = exp(—A).

23. Probleme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires d’ordre 2 : Soient ¢, : [a,b] — R
continues, (a, 3) € R2. On considere le probleme de Cauchy P : trouver y : I — R de classe D?, solution

&) Y + o)y +y(@)y=0

vérifiant y(a) = a et y/'(a) = S.

1) Soient A un fermé de E, espace de Banach, f: A — A, p € N tel que fP soit contractante. Montrer qu’alors
f admet un unique point fixe [ € A.

2)a. Soit y : [a,b] — R continue. Montrer que 1’équivalence des deux conditions suivantes :

(i) y est de classe D? et solution de P.

ii) Il existe z : [a,b] — R continue tel que Y = Y tel que
z

Y(z) = ( g ) +/:A(t)Y(t)dt

0 1
oud:tée€la,b — € Msy(R).
wtl— (il o ) € Ma(®
On munit R? d’une norme || |. On définit E = C([a, b}, R?) muni de la norme || ||o et :
E — E

fi 7 — f(Z):xe[a,b]»—><g)—i—/jA(t)Z(t)dt

b. En déduire que P admet une unique solution si, et seulement si f admet un unique point fixe.
c. Montrer qu'il existe K > 0 tel que pour tout ¢ € [a, b] :

AN < K

ol pour tout M € Ms(R), [|M]| = sup x|« [[MX].
d. Soit (Z1, Z) € E?. Montrer que pour tout = € [a,b] et tout n € N :

_ K2~ Zo|llw = a)"
= n!

17*(Z0)(x) = [*(Z2)(2)]]



e. En déduire qu’il existe p € N tel que fP soit contractante.
3) Montrer que E est un espace de Banach.
4) Conclure que le probleme de Cauchy P admet une unique solution.

24. Soit A une partie convexe de E. Montrer que A et A sont convexes.

25. Soit A un ouvert de E. Montrer que enveloppe convexe de A est un ouvert de E.

26. 1) Soit A= Q C R. Préciser A et A.
2) Soit € > 0, A €]0,1[, (a,b) € E% On pose z = (1 — X)a+ Ab. Montrer que, pour tout 3 € B(b, 125¢/2) et tout
y—(1-Np
A o - o
3) Soit A une partie convexe de E. Montrer que pour tout (a,b) €A XA, on a |a,b[CA.

y € B(z,(1—X)e/2),o0na € B(a,e).

4) Soit A une partie convexe de E telle que ;1# (). Montrer que :

o

A=A et A=A

27. Point fixe sur un compact convexe par une application affine : Soient F un espace vectoriel normé

de dimension finie, u affine, K un compact convexe non vide de E tel que u(K) C K. On choisit a € K et pour tout
-1
1 n
n € N* on pose a, = - 2}11”(@).
p:
1) Vérifier que pour tout n > 0, a, € K et que lim,,_, 4 o u(ay,) — a, = 0.
2) Conclure que K contient un point invariant par u.

28. Théoréme de projection sur un convexe fermé : On suppose E euclidien. Soient C' un convexe fermé
non vide de F, a € FE et d = d(a,C).

1) Etablir le lemme de la médiane : Dans & espace affine euclidien, on prend A, B et C trois points, I le milieu
de B et C. Alors

1
|AB|? + | AC|* = 2| AT)* + 5| BC?

2) Soit (xn)nen une suite de C' telle que lirf |z — al| = d. Montrer que (z,,)nen est de Cauchy.
n—-—+0oo

3) Vérifier 'existence d’un unique h € C tel que ||h —a| = d.
4) Soit z € C. En écrivant que, pour tout y € [h,z], ||y — a|| > d, montrer que (h — alh — z) < 0. En déduire
lorsque a ¢ C, l'existence d’'un demi-espace fermé contenant C' sans contenir a.

29. Soit K un compact de E espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer grace au théoreme de
Carathéodory (cf. exercice 31), que 'enveloppe convexe de K est compacte.

a+b
30. Soit C une partie fermée de E telle que pour tout (a,b) € C?, * € C. Montrer que C' est convexe.
2




