HX3 2006/2007 - Suites de fonctions

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions ci-apres en précisant pour
chacune de ces suites des intervalles de convergence simple et les ensembles de convergence uniforme :

1) fn:x€R+»—>1nx € R;

7121’

2) fn:mER+»—>m€R;
3) fn:x € R+ arctan(z/n) € R;

4) forw€[-m ] — 0 (1_(305%) ;

) xsh (1/nx) s1x;é0
5) f"'xER'—){ I/nsiz=0

2. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions ci-apres en précisant pour

chacune de ces suites des intervalles de convergence simple et les ensembles de convergence uniforme :
nr
ze™ — 1

1) fn: R —— € R;
) faix € »—>em+1€

2) fon:z €Ry —sinVa +4n?w2;
T sinx cos™ ©
B Fnim el gl T

4) fn2$€R+|—>{ (1"'%)”672“ size[0,n]

Osiz>n ’
5 fnix € R+—n*[2"(1 —2z)+2x(1 —2)"] avec a € R.

3. Etudier la convergence simple et uniforme, puis la continuité de la série de fonctions Z fn avec

1) fnizeR+— Inn ot

3
2) fn:x>0>—>6_”2x;
In(n + x)

4. Soit f:[-1,1] — R de classe C>*. On pose Sp( Z 1o k:' . On suppose qu’il existe M > 0 tel que

pour tout n > 0 et tout = € [—1,1], [f(x )\ M(n — 1)L Etudler la convergence de la suite de fonction (.Sy,)n>0.
Que se passe t-il si on suppose seulement |f™)(2)] < Mn! ?

9. Soit f, : [a,b] — R C'. On suppose qu'il existe M > 0 tel que pour tout n € N et tout ¢ € [a, b] :
) <M

Montrer que si f, converge simplement vers une fonction f sur [a, b], alors la convergence est uniforme sur [a, b].

6.  Une fonction g : [a,b] — R est dit affine par morceaux s'il existe une subdivision S = {a =ap < a; < ... <
ap = b} de [a,b] telle que g4, , q,[ est affine pour tout 1 < i < p.

Soit f : [a,b] — K continue, £ > 0. Montrer qu’il existe g : [a,b] — K continue, affine par morceaux telle que
Ilf — glloc < e. En déduire que f est limite uniforme de fonctions continues et affines par morceaux.

7. Soit f:[a,b] — R un fonction monotone. Montrer que f est réglée.

8. Théoréme d’Ascoli : Soit f, : [a,b] — R (n € N). On suppose que (f,,)nen converge simplement vers f et
que (fn)nen est équicontinue i.e.

(Vo € [a,b]) (Ve > 0) (3n > 0) (Vn € N) (Vz € [a,b]) (|2 — zo] <1 = |fn(x) = fu(zo)| <€)

Montrer que f, converge uniformément vers f lorsque n tend vers I'infini.

9. Polynoémes de Bernstein et théoréeme de Weierstrass :
1) Soit f:[0,1] — R continue. Pour tout n € N* on définit :

anC’“ ( >X’“(1—X) * e R[X]



a. Calculer pour tout (z,y) € R? et tout n € N* les expressions :

chkknke ikﬁ(k‘ )Crkknk
k=0

b. On pose pour tout = € R et tout k € {0,1,... ,n}, ri(z) = Ckz*(1 — 2)"~*. Calculer :

n

> ), D kre(z) et Y k(k— ry(z)
k=0 k=0

k=0

En déduire ’égalité :

(k — nx)?rp(z) = nx(l — x)

NE

b
Il

0

c. Soit £ > 0. Justifier 'existence de 1 > 0 tel que pour tout (z,y) € [0,1]2, |z — y| < 71, on ait

[f (@) = fly)l <e

Dans ces conditions, montrer que pour tout x € [0, 1] :

s - 1 (%)

(on pourra considérer les k tels que |k — nz| < nn et ceux tels que |k — nx| > nn).
d. En déduire que (By,),en converge uniformément vers f.
2) Soit F': [a,b] — R continue. Montrer & ’aide d’un changement de variables affine que F' est limite uniforme
de polynomes.

n

(@) = Bul@)| <3

k=0

[1flloo

ri(x) puis que |f(z) — Bp(x)| < e+ S

1
10. Soit f: 2 €]0,1] — sin —. Montrer que f n’est pas limite uniforme d’une suite de polynémes sur ]0, 1].
x

11. Soit (P,)nen une suite de R[X] qui converge uniformément sur R vers une fonction f. Montrer que f est une
fonction polynémiale.

12. Soit f,:[0,1] — R, n € N une suite de fonctions continues. On suppose que cette suite converge simplement
vers une fonction f et que pour tout suite (xy,)nen de [0, 1] convergente vers = € [0, 1], la suite (f,(2))nen converge
vers f(z).

1) Prouver la continuité de f.

2) En déduire que la convergence est uniforme.

13. Séries entiéres : Soit (a,),en une suite réelle. On note R = sup{r € Ry ; (a,7")nen est bornée}.

1
1) Calculer R pour a, =1, ap, = A", ap, = n, ap, = —, a, = — et a, = nl.
n n!
2) Montrer que Z anx" converge pour tout x € R avec || < R. Montrer que Z apz™ diverge si |z| > R.
+o00
3) Montrer que z €] — R, R[— Z anx™ est continue.
n=0

14. Soit (P,)nen la suite de polynémes de R[X] définie par Py =0 et sin >0 :
1 2
1) Démontrer que si x € [0,1],

S Vi = Paf2) 2%}{

2) En déduire que la suite (P,,)nen converge uniformément sur [0, 1] vers f : z — /x.



15. Critere de Cauchy uniforme : Soit f, : X — K une suite de fonctions.
1) On suppose :

(Ve > 0)(3N € N)(Vn = N)(vp € N)(Vz € X)(|fn(2) = frip(z)| <€)

Montrer que (fy)nen converge simplement, puis uniformément.
Soit u, : X — K une suite de fonctions.
2) On suppose :

(Ve > 0)(IN € N)(Vn = N)(Vp € N)(Vz € X)(Jun(x) + upt1(x) + ... + upip(x)] <€)

+oo
Montrer que la série g Uy converge uniformément.

n=0



