ks --Z!ITT{“\’TT} - .1-‘f1rl"1‘lrimrl|_-:ﬂ11.f'\r_ﬁ
i il s\ “n - IR AT T T NI AT TN
"""‘..J'L b A RS A Y B LLLE B2 B AL o | Lihs 2
— ___.-" -
(0]
DEVOIR EN TEMPS LIBRE N“9
A remettre le lundi 24 avril 2005
Probleme 1 : théoreme de Gauss-Lucas
Soient (ay,...,a,) € C", P = H(X — ;) € C[X].
i=1
1) a. Montrer que
P(X) i 1
P(X) “~X-q
=1
1
b . Calculer Z ] lorsque «ag,..., a5 sont les racines distinctes ou confondues de

i=1 v
X 42X - X —1.
2) a. Montrer que les racines de P’ s’écrivent comme barycentre a coefficients positifs des
racines de P.
b. Montrer que si P est scindé sur R, P’ est aussi scindé sur R.
On suppose désormais P scindé sur R .
3) Etablir que (P')? — PP" > 0.

4) On écrit P = Zaka. Montrer que si 1 <k <n—1:
k=0

2
Af—10k4+1 < A,

Probleme 2 : polyndéme des Tchebychev

On considere la suite des polynomes de Tchebychev (7),)neny de R[X] définie par Ty = 1,
T1 = X et pour tout n € N :

Tn+2 = 2-)(jvn—l-l - Tn

I. 1) Soitn e N.

a. Montrer que degT,, = n et calculer le coefficient dominant de T,,.

b. Etudier la parité de 7T,,.

c. Calculer T,,(1), T,,(—1) et T,,(0).

d. On fixe x € R. Calculer T,,(x) en fonction de x et n en distinguant les cas |z| < 1,
|z] =1 et |z| > 1.



2) a. Soit n € N. Montrer I'existence d'un polynome P € R[X] tel que pour tout 0 € R,
P(cosf) = cosnf (on n’utilisera pas les questions précédentes).
b. Montrer que pour tout n € N et tout € R :

T, (cosf) = cosnb
c. Soit n € N. Montrer que T,, est 'unique polynéme P € R[X] tel que pour tout § € R :
P(cos ) = cosnb

d. Déterminer les racines de 7,.
e. Déterminer les racines de 7).
3) Montrer que pour tout n € N, T, et T, sont premiers entre eux.

II. On considere 'application :

RX] — R[X]
v: P +— (X2-1)P'+XP

On notera
R,[X] ={P € R[X], deg P < n}

1) a. Calculer pour tout k € N, ¥(X*).
b. En déduire ker W.
2) Soit A € R. On note Wy = ¥ — Mg[x).
a. On suppose qu'il existe P € R[X] non nul tel que ¥,(P) = 0. Démontrer que \ est le
carré d'un entier.
b. Soit n € N. Démontrer que :

U2 (Rn [X]) CR,1 [X]

En déduire qu'il existe P € R,,[X], P #0 tel que ¥,2(P) = 0.
c. Démontrer que ¥,2(R, ;[X]) = R, _{[X].
d. En déduire la dimension de ker W2 g x], puis celle de ker U, 2.
3) a. En utilisant 1.2)a, montrer que pour tout = € [—1,1] et tout n € N :

(2* = )T/ + 2T (z) = n°T, ()
b. En déduire que
(X2 = )T + XT! =n’T,

c. Préciser ker V,2.
d. Pourquoi (T},),en est-elle une base de R[X]? Montrer que

im U = Vect (11,15, ... ,Tp,...) = Vect nen+(T3)

IIT. Soit n € N*, P € R[X], de degré n. On suppose que le coefficient dominant de P est
21 et que pour tout x € [—1,1], P(x) € [-1,1]. On note Q =T, — P et pour tout 0 < k < n,
), = cos T
1) a. Calculer pour tout 0 < k < n, T,,(zx).
b. Soit 0 < k < n. Comparer les signes de Q(xx) et Q(Tg+1).



c. En déduire que () possede au moins n racines comptées avec leur ordre de multiplicité
dans [—1, 1], puis que Q = 0.
2) Soit R € R[X] unitaire non nul, de degré inférieur ou égal a n. Démontrer par I'absurde
que :

1
sup |R(x)| >
S N2 g

A quelle condition y a-t-il égalité?

Probleme 3 : théoreme des deux carrés

I. Soit p > 3 un nombre premier.
1) Montrer que pour tout = € Z/pZ*

?Pl=1

En déduire que pour tout x € Z/pZ, x? = x (petit théoreme de Fermat).
2) Montrer qu’il y a dans Z/pZ ’%1 carrés. Préciser ces carrés lorsque p = 13.
3) Montrer que si x € (Z/pZ)* :

p—1

xz =+1

En déduire que x est un carré non nul dans Z/pZ si et seulement si 5 = 1.
4) Montrer que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p =1 (mod 4).

II. On note S I'ensemble des entiers de N* somme de deux carrés entiers.
1) Prouver que S est stable par multiplication.
2) Montrer que 2 € S.
3) Soit p un nombre premier congru & 1 modulo 4 et n € Z tel que n? = —1 (mod p).
a. En utilisant le principe de Dirichlet, montrer qu’il existe (a,b) € Z? tel que :

1

VP

~X

0<b<p et ‘bﬁ—a <
p

b. Montrer que (bn — ap)? + b? = p.
4) En déduire que S contient les entiers n tels que pour tout nombre premier p congru a
3 modulo 4, la valuation p-adique est paire.

III. Soit n € S que l'on écrit n = a® + b* avec a,b € N. On considére p un nombre premier
congru a 3 modulo 4.

1) En utilisant la premiere partie, démontrer que p divise a et b.

2) En déduire par récurrence que la valuation p-adique de n est paire.

3) Conclure en donnant les éléments de S



