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Problème 1 : théorème de Bernstein

Soit (a, b) ∈ R
2 tel que a < b, I = [a, b[, f ∈ C∞(I, R). On suppose que, pour tout

(n, x) ∈ N × I, on a f (n)(x) � 0. On pose pour tout n ∈ N et tout x ∈ I

Rn(x) = f(x) −
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x − a)k

1) Montrer que pour tout n ∈ N et tout x ∈ I, on a 0 � Rn(x) � f(x).
2) Soient n ∈ N, (x, y) ∈ I2 tel que a < x < y. On définit g, h : I −→ R en posant pour

t ∈ I :

g(t) = f(x) −
n∑

k=0

f (k)(t)

k!
(x − t)k

h(t) = f(y) −
n∑

k=0

f (k)(t)

k!
(y − t)k

a . Vérifier que g et h sont dérivables et que pour tout t ∈ [a, x], on a

g′(t)

(x − a)n
� h′(t)

(y − a)n

b. En déduire que

Rn(x)

(x − a)n
� Rn(y)

(y − a)n

3) En conclure que pour tout x ∈ I, on a

f(x) =
+∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x − a)n

4) Montrer que lorsque x tend vers b dans I, f(x) tend vers une limite l finie ou infinie.
Montrer que dans le cas où l est fini

l =
+∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(b − a)n



Problème 2 : formule de Stirling

I . Première partie :

On pose Un = ln n! − n ln n + n − 1

2
ln n pour n � 1.

1) Exprimer Un+1 − Un en fonction de

(
n +

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
.

2) Déterminer a ∈ R
∗ tel que Un+1 − Un ∼

n→∞

a

n2
.

3) En déduire que la convergence de Un.

4) Conclure qu’il existe K > 0 tel que n! ∼
n→∞

K
(n

e

)n √
n.

5) Exprimer un équivalent de Cn
2n en fonction de n et K.

II . Deuxième partie :

On note In =

∫ π/2

0

(sin t)ndt pour n ∈ N.

1) Etablir pour n � 2 la relation nIn = (n − 1)In−2.
2) Vérifier que la suite nInIn−1 est constante.
3) En déduire un équivalent de In.

4) Calculer I2p et I2p+1 en fonction de p (on fera apparâıtre Cp
2p =

(2p)!

(p!)2
).

5) Déterminer un équivalent de Cn
2n lorsque n tend vers l’infini.

6) Conclure que la constante K de la première partie est
√

2π.

On a démontré la formule de Stirling

n! ∼
n→∞

√
2πn

(n

e

)n

.


