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DEVOIR SURVEILLE N9
Samedi 28 janvier 2006

- Durée : 3 heures -

Les trois problemes et 'exercice sont totalement indépendants.

On laissera une marge a gauche. Seules les conclusions et les résultats mis en valeur seront
pris en compte. Enfin, les solutions doivent étre rédigées et le formalisme utilisé avec parci-
monze.

Exercice :

Soit f : R — R convexe.

x
Démontrer que M admet une limite finie ou infinie lorsque x tend vers +oc0.
x

Probleme 1 : étude d’une fonction définie par une série

400 2
1 s
On admet d ble E — = —.
n admet dans ce probleme que 2 > 5
. - 1 1
1) a. Montrer que si z,y € R, les séries E CEICEE) et (T 2)(n + ) convergent.

1
n-+x

1
b. Montrer que pour tout z € R, la série Z (— — ) converge.
n

On note S 'application définie pour = € R, par

=3 (3 at2)

2) Calculer S(0) et S(1).
3) a. Démontrer que pour tout z,y € Ry,

156) ~ 5@ < Ty ol

b. En déduire que S est continue sur R, .
4) a. Démontrer Pexistence de K > 0 tel que pour tout (z,y) € RZ

S(y) = S(z) f 1

— | < Kly — z|.
y— (n+x)? U

n=1

b. En déduire que la fonction S est dérivable.



c. Préciser les valeurs S’(0) et S'(1).
5) Démontrer que S est concave (i.e. —S est convexe).

1 1
6) Soit z > 0. Onnotegp:tGRi'—>¥—t+ :
T
a. Exhiber une primitive ® de ¢ telle que tliin ®(t) = 0. Une telle primitive est-elle

unique ?
b. Démontrer que pour tout n > 1,

en+1) < P(n+1) — d(n) < p(n).

c. En déduire que —®(1) < S(z) <1 —P(1).
d. En déduire un équivalent simple de S(z) en +o0.

7) a. Dresser le tableau de variations de S, en précisant la limite de S en +oc.
b. Tracer 'allure de la courbe représentative de S.

Probleme 2 : théoréeme de division

I. Premiere partie :

On se donne f : R — R une fonction de classe C*°. On pose pour z = 0 réel, g(z) =

f(z) — f(0)

1)m Montrer que g est C* sur R*.

2) Montrer que g se prolonge en une fonction continue sur R. On note encore g ce pro-
longement. Préciser ¢(0).

3) Montrer que g est de classe C!. Préciser ¢'(0).

4) Soit n > 2. On suppose uniquement dans cette question que

f(O) — f/(o) _ f//(o) S f(")(()) — f(n+1)(0> -0.

a. Montrer que pour tout 0 < k < n, f*(z) = o(z"*'~*) lorsque = tend vers 0.
b. En déduire que hH(l) g™ (x) =0.

0
c. Conclure soigneusement que g est de classe C" et que
9(0) = ¢'(0) = g"(0) = ... = g™ (0) = 0.

5) Soit n > 2. On ne fait plus d’hypothese sur la valeur des f*)(0). On pose pour z réel,

_ 1.2 xn+1

fw) = 1) = 0) =2 f (0) = Zpf"(0) =+ = gy 00
a. Calculer pour 0 < k <n+1, f(k)(O).
b. En déduire que g est de classe C" et préciser g™ (0).
6) Conclure que g est de classe C*.

II. Deuxiéme partie :

2
e —1

x
1) Montrer que ¢ se prolonge en une fonction de classe C*°.

2) Calculer pour tout n > 0, ©™(0).

Soit ¢ : z € R* —



3) Démontrer que pour tout z > 0, ¢'(z) > 0.

4) Démontrer que ¢ réalise une bijection de R sur lui-méme et que ¢~
impaire.

5) Justifier le fait que ¢! est de classe C*™.

6) Ecrire un développement limité de @ a l'ordre 5 en 0.

7)  Démontrer que ¢! admet un développement limité a lordre 5 et préciser ce
développement (on partira de I'identité ¢=1(¢(z)) = z pour x réel).

I est une fonction

Probleme 3 : Développement en série de Taylor

I. Premiere partie :

On pose pour n > 1,

_ 1
Un:ZIHk—nlnn+n—§lnn.

k=1
1) Trouver une constante C' non nulle telle que pour n tendant vers I'infini,

C

Un+1 —Up~ 5
n

2) En déduire que la suite (U,),>1 converge.
3) Montrer 'existence d'une constante K > 0 telle que

n! ~ K\/ﬁ(ﬁy.

n—oo e

II. Deuxiéme partie :

On considere 'application

R — R
f: xz s et

et 'on pose pour n € N, T}, = f™(0).
1) a. Calculer f'(z) pour tout z € R.
b. Démontrer que pour tout n € N, £ > 0.

11
c. Démontrer I'existence de M > 0 telle que si x € } —— = {,
e

0< fr) <M et 0< fl(z) <M.

d. Vérifier que e'/¢ < 2.

11
e. Démontrer que pour tout x € |——, — [ et tout n € N,
e e

11
2) OnposepourneNeth}——,—{,
e e



Démontrer que la suite S, (z) converge vers f(z).
3) a. On considere une suite (a,),en de réels strictement positifs et on suppose que le

a .
rapport il converge vers un réel A € [0, 1[. Démontrer que la série Z a, converge.
b. Soit p € N. Montrer que Z o converge.
k=0
1 +o00 kP
Pour p € N, on note Up:g =k
k=0

c. Démontrer que pour tout p € N,

p
Ups1 = > _ CyUL.
k=0

d. Conclure que pour tout p € N, T, = U,,.



