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A remettre le vendredi 28 janvier 2005

On supposera connu le théorème de Césaro.
1) Soit (un)n∈N une suite de K telle que limn→+∞ un+1 − un = a. Démontrer que :

lim
n→+∞

un

n
= a

2)a. Soit (un)n∈N une suite de R
∗
+. Montrer que si

(
un+1

un

)
n∈N

converge vers l ∈ R+∪{+∞},
alors lim

n→+∞
n
√

un = l.

b. Soit p ∈ N, p � 2. Etudier :

lim
n→+∞

(
n∏

k=1

(
1 +

1

k

)) 1
n

, lim
n→+∞

n

√
Cn

pn, lim
n→+∞

1

n

n

√
(2n)!

n!

3) Soit u0 > 0 et (un)n∈N définie par la relation de récurrence :

un+1 =
un

1 + u2
n

a . Montrer que lim
n→+∞

un = 0.

b. Déterminer lim
n→∞

u−2
n+1 − u−2

n .

c . Démontrer qu’au voisinage de +∞ :

un ∼ 1√
2n

4) Soit (un)n∈N définie par u0 ∈]0, 1/2[ et un+1 = un(1 − un) pour n ∈ N.

a . Etudier la suite (un)n∈N et montrer que si n ∈ N, un <
1

n + 1
.

b. En considérant la suite
1

un

− 1

un+1

, trouver un équivalent de un.

5) Soit u0 ∈
]
0,

π

2

]
et un+1 = sin un pour tout n ∈ N. Démontrer qu’au voisinage de l’infini

:

un ∼
√

3

n


