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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N¢95
A remettre le lundi 3 janvier 2005

Probleme 1 : formule de Simpson

I. Soit g :[-1,1] — R de classe C°. On suppose g impaire (pour tout =z € [—1,1],
g(—z) = —g(z)). Pour tout z € [—1, 1], on pose

5

he) = g(x) = 5(g'(2) +29/(0)) + Mo

A étant une constante réelle choisie de fagon que h(1) = 0.

1) Calculer g(0), g”(0) et g®)(0). Montrer que h est de classe C* puis calculer h(0), h'(0),
h"(0) et h"(0).

2) En déduire I'existence de ¢ €]0, 1] tel que h)(c) = 0.

3) Vérifier existence de (c1, o) €]0, 1[* tel que

9 (e1) + g ()
2

A:

Conclure a lexistence de 6 €]0, 1] tel que A = g (6).
IT. Soient a < bdans R, f : [a,b] — R de classe C°. Vérifier I'existence de 7 €]a, b[ tel que

b—a

fb) = fla) = —¢ f’(a)+f’(b)+4f'(“;b)1 _ (b2g8(6) FO ()

(on pourra considérer une fonction affine de R dans R telle que u(—1) = a, u(l) = b et on
posera pour tout x € [—1,+1], g(z) = f(u(z)) — f(u(—2)))

Probleme 2 : une équation fonctionnelle

On note F ’ensemble des fonctions a valeurs dans R définie sur R et £ le sous-ensemble formé
des fonctions lipschitziennes, c¢’est-a-dire des fonctions ¢ pour lesquelles existe une constante
K, > 0 telle que pour tout (z,y) € R* :

o(z) = ()] < Kylz -yl
On a pour but, dans ce probleme, de rechercher les fonctions F' € L telles que :
(E) VxeR, F(x)— AF(z+a)= f(z)

ou f est une fonction de £ donnée et ou a et A sont deux réels non nuls donnés.



I. Question préliminaire :
Soit F' € F vérifiant (E). Montrer que, pour tout € R et tout n € N*, on a :

n—1

F(x) = \"F(z + na) —|—Z)\kf(x+ka)

k=0

n

F(z)=X"F(x —na) — Z A Fflx — ka)

II. Quelques propriétés des fonctions lipschitziennes :

1) Montrer que pour tout (f,g) € L2 et tout A\ER, f+ge Let \f € L.

2) Soit f € F dérivable. Montrer que pour que f € L, il faut et il suffit que sa dérivée f
soit bornée.

3) Soient f et g deux fonctions de £ bornées. Montrer que leur produit fg est aussi un
élément de L. En est-il de méme si f et g ne sont pas toutes deux bornées?

4) Soit f € L. Montrer I'existence de deux réels positifs A et B tels que pour tout z € R,
(@) < Als| + B,

5) Soit f € F. On suppose qu'il existe un réel positif M tel que, pour tout (x,y) € R?
vérifiant 0 <z —y < 1, on a |f(z) — f(y)| < M|z — y|. Démontrer que f € L.

Dans la suite du probleme, f désigne une fonction de L.

III. Etude de (F) lorsque |\ <1 :

On suppose dans cette partie que || < 1.
+o0

1) a. Montrer que, pour tout = € R, la série Z A" f(z + na) est absolument convergente

n=0
(on pourra utiliser la question 11.4)).

b. En déduire qu’il existe une, et une seule fonction F' € L vérifiant (F) et que F est
donnée par :

—+00

F(z) =Y \'f(z + na)

n=0

2) Nous allons étudier trois cas particuliers :
a. On suppose que f est la fonction f; = 1. Montrer que f; € £ et déterminer la fonction
F correspondante.
b. On suppose que f est la fonction fo : © —— cosx. Montrer que fo € L et que la
fonction correspondante Fy est donnée par :

cosx — Acos(r — a)
1 —2Xcosa+ \?

T —

c. On suppose f est la fonction f3 définie par f3 : © —— sinx. Montrer que f3 € L et
calculer la fonction correspondante Fj.

IV. Etude de (F) lorsque A =1 :
On suppose dans cette partie que \ = 1.
1) Montrer que pour qu’existe une fonction F' € £ vérifiant (£) il faut que f soit bornée.



2) a. Montrer, en en explicitant une, qu’il existe des fonctions F' € £ non nulle vérifiant :
VeeR, F(z)—F(x+a)=0

b. Soit F' € L vérifiant (E). F est-elle unique?
3) On suppose que dans cette question que f est la fonction x —— cos .
a. Sicosa = 1, montrer qu'en faisant tendre A vers 1 dans la fonction Fy donnée en
IT1.2)b.) , on obtient une fonction F' € L vérifiant (F).
b. Si a = 27, établir qu’il existe aucune fonction F' € £ vérifiant (E).



