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DEVOIR SURVEILLE N97
Samedi 19 février 2005

- Durée : 4 heures -

L’ezerice et le probléme sont totalement indépendants. La question T) de l'exercice et la
partie V. du probléeme ne sont pas a traiter en temps limité. Seules les conclusions et les
résultats mis en valeur seront pris en compte.

Exercice : transvections et centre du groupe linéaire

On considere E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K. Un
endomorphisme u de E est appelé transvection de E s'il existe [ : E — K une forme linéaire
non nulle et a un vecteur non nul tels que (a) = 0 et pour tout X € E,

wX) =X +1(X)a.

3
1) On suppose dans cette question uniquement que K =R, E=R3?* a= | 2 | et pour
—4
x
X=|y]|,onal(X)=2x—y+ 2 Exprimer u(X).
z

2) Soit u une transvection de E.
a. Démontrer que u € GL (F).
b. Préciser im (u — Ig).
c. Démontrer 'existence d’une base B de F telle que la matrice de u dans cette base soit

1 0 ... 00
0 1

0
: 1
0O ... ... 01

3) Soit w un endomorphisme de E, différent de 'identité, tel qu’il existe un hyperplan H
tel que ujy = Iy et im (u— Ig) C H. Démontrer que u est une transvection.

On dit alors que u est une transvection d’hyperplan H et de droite D = im (u — Ig).

4) Soit u une transvection d’hyperplan H et de droite D et v € GL (E). Démontrer que
vowuowv ! est une transvection dont on précisera I’hyperplan et la droite.

5) Soit v € GL (F) tel que pour toute droite D de E, v(D) = D. Démontrer qu’il existe
A € K* tel que v = A\g.



6) Déterminer le centre de GL (F) i.e. les automorphismes v de E tel que pour tout
u € GL (E),vou=uowv.
7) Soit u et u' deux transvections d’hyperplans respectifs H et H' et de droites respectives

D et D'. Démontrer l'existence de v € GL (E) tel que v/ = vouov™!.

Probleme : matrices magiques

p et g désignant des nombres entiers relatifs, [ p,q] désigne 'ensemble des nombres entiers
relatifs compris au sens large entre les nombres p et ¢, autrement dit :

[pgl ={m€Z, p<met m<q}

Par ailleurs, on note S, l'ensemble des permutations de [ 1,n] ; M,(R) I'ensemble des
matrices carrées de taille n a coefficients réels; I, la matrice identité; si k et [ sont | 1,n] ,
Ej désigne la matrice appartenant & M, (R) dont le coefficient situé sur la k-ieme ligne et la
[-ieme colonne vaut 1 et dont tous les autres sont nuls.

On rappelle que la famille (Ey)1<ki<n est une base de M,,(R) et que si M = (m;;)1<ij<n
(ou (M j)1<ij<n €n cas d’ambiguité)

(i,7)€l 1,n] 2

La lettre K désignant un réel, on définit :

LK = {(mij)lgiJgn € Mn(R),VZ € [[ 1,’/7,]] ,Zmij = K} s L = U LK
j=1

KeR

CK = {(mi]’)lgi’jgn < MH(R),Vj c ﬂl,n]] ,Zmi]’ = K}, C = U OK

i=1 KeR

Une matrice M = (m;;)1<ij<n appartenant a M, (R) est dite magique d’ordre n lorsqu’elle
vérifie les deux propriétés suivantes :

o (P1) {my, (i 4) € [ 1,n] 2} = [ 1,n7]

e (P2) Il existe un réel K tel que M € Lx NCk et

n n
E Mk = g Mipt1-k = KK
k=1 =1

On appellera antidiagonale I'ensemble des coefficients my, 41— pour 1 < k < n.

L’objet du probleme est I’étude de quelques propriétés des matrices appartenant a L NC' et
des matrices magiques d’ordre n, avec, notamment, une construction de certaines d’entre elles
dans le cas ot n est impair.

Question préliminaire :

Montrer que si M est une matrice magique d’ordre n, le réel K dont la propriété (P2)

2
. , . n(n“+1
affirme l'existence vaut nécessairement Q

2
. n(n®+1
Dans toute la suite, on note K,, = 7( 5 )



I. Premiere partie : étude des matrices magiques d’ordre 2 et 3

1) Montrer qu'’il n’existe pas de matrice magique d’ordre 2.
a1 a2 Aais
2) Soit M = | a1 age as3 une matrice magique d’ordre 3.
az1 a3z G33
a. Etablir 'inclusion de I'ensemble {1,9} dans I’ensemble {a1s, as1, ass, ass}-
b. En déduire I'’ensemble des matrices magiques d’ordre 3.

II. Deuxieme partie : étude de ’espace vectoriel L N C

1) a. Montrer que Ly est un sous-espace vectoriel de M,,(R) et qu’il est engendré par la
famille de matrices (Eij — Ein) @ jye[ 1,n] x[ 1,n—1] -
b. En déduire la dimension de Lj.
c. Retrouver la dimension de Ly par une autre méthode, en considerant :

n n n
. _ n
O M = (mij)icijn — (E Mgy Y Mg ) :mnj> €R

d. Soit K un réel. Montrer que, quelle que soit la matrice M appartenant a M, (R), M
appartient a Ly si et seulement si M — K [,, appartient a L.

e. En déduire que L est un sous-espace vectoriel de M,,(R) et préciser sa dimension.
n n—1

2) a. Soit M = Z Zm,»j(Eij — E;,) appartenant & Ly. Montrer que M appartient a Cj
i=1 j=1

n
si, et seulement si, pour tout 1 < 7 < n—1, Zmij = 0.
i=1

b. En déduire une base et la dimension de Ly N Cy (apres avoir succintement justifié que
Ly N Cy est un espace vectoriel).
3) a. Montrer que, quelle que soit la matrice M appartenant a M,,(R), M appartient a
LN C si et seulement s’il existe un réel K tel que M appartienne a L N Ck.
b. En déduire la dimension de L N C.

III. Troisieme partie : étude d’un groupe associé a certaines permutations

Etant donnée une permutation quelconque o de [ 1,n] , on note A, la matrice (a;;)1<ij<n
appartenant & M, (R) et vérifiant, pour tout (i,5) € [ 1,n] %, a;; = 53, ce dernier symbole
dit 7 de kronecker ” étant défini par la relation :

lsii=y
5i —
Y {O sinon.
On note S = {A,,0 € S,.}.
1) Soit o un élément de S,, et M = (m;)1<ij<n Un élément de M, (R). Expliciter le terme
général de la matrice A, M, puis le terme général de la matrice M A,.
2) Montrer que S muni de la multiplication matricielle est isomorphe & S, muni de la loi

3) a. Soit K un réel. Montrer que, pour toute matrice M appartenant a Lx N Ck et toutes
permutations o et ¢’ de [ 1,n] , A, M A, appartient a Lx N Ck.
b. On note ®, I'ensemble des permutations o de [ 1,n] telles que pour tout 1 < k < n :

on+1—k)=n+1-0(k)



Soit o € ®,,. Montrer que si M est une matrice magique d’ordre n, alors A, M A, -1 en est aussi
une.
4) On note 7 l'ensemble {A,,0 € ®,,}.
a. Montrer que 7 est un sous-groupe de S.
b. Déterminer le nombre d’éléments de 7.

IV. Quatrieme partie : construction de matrices magiques d’ordre n impair non
multiple de 3

On suppose dans cette partie que n est un nombre entier impair non multiple de 3.
1) Montrer qu’il existe un entier m premier avec n tel que, pour tout quadruplet (i, j, k, 1)
appartenant a Z*, on ait I’équivalence :

k=2i+7 [n i=m(2k —1) [n]
{lEi—l—Zj [n] = {jzm(Zl—k) [n]

Ainsi, pour tout couple (k,[) appartenant a [ 1,n] 2, il existe un et un seul couple (3, j)
appartenant a [ 1,n] ? tel que :

l=i+2j [n]

{kEQi—I—j [n]

On note alors ¢ = a(k,l) et j = B(k,1).
2) Pour tout entier relatif k, on note k la classe d’équivalence de k dans 'anneau quotient
Z/nZ.
a. Soient u et v deux entiers relatifs, u non nul. Montrer que si v et n sont premiers entre

eux, l'application  — ux + 0 est une bijection de Z/nZ sur lui-méme.
n

b. En déduire que, pour tout [ appartenant a [ 1,n] , la somme Z a(k,l) est constante.

k=1
Préciser sa valeur en fonction de n.

Soit W = (wij)1<ij<n la matrice appartenant a M, (R) et vérifiant pour tout (i,j) dans
[1,n]2:

Soit G = (gk1)1<ki<n la matrice de M,,(R) et vérifiant pour tout (k,l) dans [ 1,n] % :

Gkl = Wa(k,l),8(k,l)

3) Construire G dans le cas n = 5.

Dans la suite, ’entier n n’est plus supposé égal a 5.

4) a. Montrer que 'ensemble des coefficients de G est [ 1,n?] .
b. Montrer que G est une matrice magique d’ordre n.

V. Cinquieme partie : composition de matrices magiques. Cas ou n est un multiple

de 3

Soient p et ¢ deux entiers supérieurs ou égaux a 3. A partir d’'une matrice magique A =
(ak)1<k1<p d'ordre p et d’'une matrice magique B = (b;;)1<; j<q d’ordre g, on considere la matrice
carrée D = (Dyy)1<uv<pq de taille pg vérifiant pour tout (k,1) dans [ 1,p] % et tout (7,5) dans
[1,4]°:

d(i—1)p+h (-t = @ + (by; — 1)p°



4 3 8
1) Construire D dans le cas particulier ou les matrices A et B sont égalesa | 9 5 1
2 76
2) Montrer que, pour toutes matrices magiques A et B d’ordres respectifs p et ¢, D e
une matrice magique d’ordre pq.

3) On suppose n impair. Montrer que I’ensemble des matrices magiques d’ordre n n’est
pas vide.

st

En considérant certaines opérations de groupes sur l’ensemble des matrices magiques, on
démontre que le cardinal des matrices magiques d’ordre n est toujours divisible par 8.



