(X3  Mathématiques

DEVOIR EN TEMPS LIBRE N°9

A remettre le mercredi 14 mai 2003

Probléme 1 :

1) Montrer que pour tout x > 0
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2) Montrer que, pour tout ¢ > 0, |sint| < t. En déduire que pour tout = > 0
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3) Pour tout x > 0, on pose

f(z) :/ e””tSI—ntdt
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a. Soient z > 0 et h € R* tel que h > —F. Montrer que, pour tout ¢ > 0, on a :
2t2

‘ef(erh)t . efxt + htefa:t’ < %67

En déduire que
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b. Conclure que f est dérivable et que, pour tout > 0, on a f'(z) = ﬁ En déduire
que, pour tout > 0, on a f(z) = § — arctanz.
4) Soit ¢ : RY — Ry, décroissante, de classe C'. On suppose que lim;_, 4 ¢(t) = 0 et
lim; Lo+ o(t) =1 € R.

a. Montrer que
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b. En déduire que
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5) a. Soit > 0. Pour tout ¢ > 0, on note

Montrer que h est décroissante sur R7 .
b. En déduire que, pour tout x > 0,
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c. Conclure que
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Probleme 2 :

1) Soient u,v : [a, +oo[— R, continues. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que

(Vz € [a, +00]) (u(:v) <C+ /axu(t)v(t)dt>

Montrer alors que pour tout z € [a, +00] :

u(z) < Cexp ( / Iv(t)dt)

2) Soit (E) I'équation différentielle 3’ + q(x)y = 0 ot ¢ : Ry — R est de classe C!. On
suppose ¢ > 0 et ¢’ > 0.
a. Soit x > 0. Exprimer la différence y'*(x) — /*(0) & I'aide d’une intégrale définie &
laide de y, 3/ et q.
b. En déduire I'existence de C' > 0 tel que pour tout z € R,

q(z)y* < C +/ 7y
0

c. Montrer que toute solution y sur R, est bornée.
3) Soit (F) I'équation différentielle y” + (1 + ¢(z))y = 0 ot ¢ : Ry — R est de classe C'.
On suppose ¢’ intégrable et lirJ]rn q(z) = 0.
Tr—1T00

a. Démontrer 'existence de a > 0 et de C' > 0 tel que pour tout x > a

yix) < C+ 2/ 'y

b. En déduire que y est bornée.
c. Démontrer que y”, puis ¢’ sont également bornées.
4) Une généralisation du lemme de Gromwall. Soit f,g,h : [a,b] — R des applications
continues. On suppose g > 0 et :

Vi e b, 0< f(t) < h(t) + / o(u) f (w)du.

Montrer que

Vt € [a,b], 0< f(t) <h(t)+ /tg(u)h(u)efigdu.



