(X3  Mathématiques

DEVOIR EN TEMPS LIBRE N08
A remettre le mardi 22 avril 2003

Développement asymptotique des sommes de Riemann.

Soient a < b deux réels. On note C' I’ensemble des fonctions de classe C* sur le segment
la,b]. Pour tout f € C et tout n € N*, on note :

b;aif(a+k(b;a))

Sn(f) =
et

An(f) = / f(z) dz - S, (f)

Le but du probleme est d’établir un développement asymptotique de A, (f) lorsque n tend
I'infini.

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant : soit (u,),en une suite réelle. On
suppose qu’il existe (¢x)o<kgq €t (¢} )o<ksq familles de R telles que :

1 Cq 1 , G Cy 1
Up=C+—+...+—+o|—|=¢c+—+...+—=+o0o| —
n nd n4 n nd nd

Dans ces conditions, pour tout k € {0,1,... ,n}, ¢, = ¢.

I. Premiere partie : Convergence des sommes de Riemann
1) Soit f € C. Redémontrer que A, (f) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

.. . 1 1
2) Calculer la limite : n1—1>1:|1—100 E ; W

3) En déduire la limite suivante :

n

lim ! :1+21n2—gln3

ntoo =k +v/n? — kn + k?

1
(on pourra se servir de la relation Argsh <—) =—-In3)

3) 2

II. Deuxieéme partie : Existence du développement asymptotique

On suppose que a =0 et b = 1. Soit ¢ > 0 un entier. Soit f € C.



1) Soit n € N*. Pour 0 < k < n, on pose x = k/n. A I'aide de la formule de Taylor-
Lagrange, établir que :

A(f) = ZZMW@

k=1 p=1 (p+ 1)Inptt
n f’(xk) f//<37k) . f(q) (:Ij’k)
Zx;ZW<+&M_i"+“”@Iﬂmm)+mw

SUDPgze(0,1) |f(q+1)|

(q + 2)Inatt
2) En déduire que :

avec |[W,| <

il 1)PS, (f® 1
Z _|_1 lfp ) To (_q>
= (p+1)n n

3) On suppose qu'il existe ¢y, ca,..., ¢;—1 dans R tels que pour toute fonction g € C' et

tout ¢/ <qg—1:
— ale=1(0 1
E cp g ()—|—0<nq,)

a. Montrer que si I'on pose ¢y = —1, on obtient pour tout 1 < p < q:

TP plptr=1)(1) — flotr—1) 1
SR ) (L)
= nr n4—pr

b. En déduire :

q -1 )T f(lfl)(l) _f(171)(0)
An( - l —r+1 n!

r=0

On considere dans la suite du probléme, la suite (c,),>o définie par récurrence par :
) p/p=

q—1 (_1)q—r+1 atl (_1)3
co=-—1 et Cq:ZmCr:Z [ Castl (¢=1)
r=0

4) Démontrer par récurrence que pour toute f € C' et tout ¢ € N :
p—1) (p—1) 1
ZCpf S0 (1)
nd

5) Soit P € R[X] de degré inférieur ou égal a ¢q. Montrer rapidement que la formule du 4)
est exacte, i.e. :

d PE=1(1) — Pr=1)(0)
np




(on constatera notamment que la formule du 1) est exacte, i.e. W,, =0)
6) On revient au cas général avec a < b quelconques. A 1'aide d’'un changement de variable
affine, prouver que pour tout f € C et tout ¢ > 0 :

d =1 (p) — fFp=D(q —a)P
a1 = 3OS ) oy (1)

p=1

nd

et si P € R[X] de degré inférieur ou égal a ¢ :

APy =3 T = PR ) (o

p=1

np

III. Troisieme partie : Nombres de Bernoulli

Pour tout u € R et tout n € N, on pose :

1
F,(u) = / e dt
0
1) a. Montrer que pour tout A > 0, il existe M > 0 tel que pour tout (u,ug) €] — A, A| et
tout t € [0, 1], on ait :
e — e"" — (u — ug)te"'| < M(u — up)?
b. Soit ug € R, n € N. Ecrire sous forme intégrale la différence :

F(u) = Faluo)

_F,
— 11(ug) pour u = ug

et étudier sa limite lorsque u tend vers ug, u = up.
c. Soit n € N. Conclure que F,, est dérivable et que F = F, ;.

On considere la fonction :

1siu=0
u € R— v 1
v ¢ siu=#0

2) a. A l'aide du 1), montrer que ¢ est de classe C*, que ) = 1/p est bien définie et de
classe C*.
b. Soit ¢ € N. Justifier le développement limité lorsque u % 0 tend vers 0 :

KA
R e e () I g
e“—l_pzz(:] o u? + o(u?)

c. Calculer ¥/(0).
d. Montrer que pour u #0 :
u uou

u
2 Y oth—
cr 1 g oty

En déduire que pour p > 3, p impair, ¢® (0) = 0.



On notera dans la suite du probleme, B, le p-ieme nombre de Bernoulli défini pour p > 0
par :

B, = (~1)""1y®)(0)

On a donc pour u # 0, u tendant vers 0 :

U U (_1)pHBp 2p 2¢+1 u : (_1>p+pr 2 2
= —— A A— =1- - AAR— YR a+1
1 5 +z% )] u? + o(u ) 5 —I—Z )] u? + o(u )

q
p= p:l

IV. Quatrieme partie : Utilisation d’une fonction test

On considere f : z € [0, 1] — e”.
1) Calculer A, (f) en fonction de n € N*.
2) Soit ¢ € N. Etablir que lorsque n tend vers I'infini :

1 1/n e, 1
17‘%}25”(@)

3) En déduire que :

1
Cl = ——, 02p+1:OSipEN*,
-1)PB, .
02p:%81p61\1

4) Soit ¢ € N. En utilisant la définition de la suite (¢;)4>0 donné au II., établir la relation

p—1
p+> (-1)CHB, =0

r=0

En déduire By, Bi, By et Bs.

V. C(Cinquiéme partie : somme des puissances des n premiers entiers

Soit r € N*. Pour n € N*, on note :
sp(n)=1"4+2"+...+n"

En appliquant le résultat de la partie II. a f : x € [0,1] — 2", prouver que s,(n) est un
polynome en n de degré r 4+ 1, a savoir :

E(r/2)
> (COPHCE By

p=1

() nr+1+nr+ 1
Spln) = —_
r—+1 2 r+1




