(X3  Mathématiques

DEVOIR EN TEMPS LIBRE N°5

A remettre le mercredi 23 janvier 2003

Les deux problemes sont indépendants.
Les solutions doivent étre rédigées et le formalisme utilisé avec parcimonie.

Probleme 1 : méthode de la loupe

L’objet du probleme est d’étutier la vitesse de convergence des suites u, 11 = f(u,) vers un
point fixe [ lorsque f'(l) = 1.
On pourra utiliser sans démonstration les résultats suivants :

e Lorsque n tend vers l'infini, on a le développement asymptotique

—=lnn — — ol =
k T T 12 n?)’
k=1
ou v est la constante d’Euler.

e On considere deux suites (u,)nen €t (vn)nen équivalentes au voisinage de linfini. On
suppose de plus que la suite (u,),en €st positive.

Lorsque Y u, converge, il en va de méme de ) v, et dans ces conditions, pour n tendant
vers 'infini

“+o00 “+00
E Up ~ E ’Up.
p=n p=n

Lorsque > u, diverge, il en va de méme pour Y v, et dans ces conditions, pour n tendant
vers 'infini

n n
E Uy ~ 5 Up-
p=0 p=0

I. Meéthode des parties principales successives ou méthode de la loupe

Soit f : [0, A] — R, continue, f(0) = 0. On suppose que si x €]0, 4], 0 < f(z) < z et qu'il
existe a # 0 et a > 0 tels qu’au voisinage de 0 :

f(z) =2 — ax'™ + o(2't%)

Enfin, on choisit u; €]0, A] et on pose pour n = 2, u, = f(un_1).



1) Montrer que (uy),>o est bien définie et étudier la convergence de cette suite.
2) Pourquoi a > 07

3) Montrer qu’au voisinage de l'infini, w, 11 ~ u,.

4) Soit > 0. On pose pour n >0 :

1
Un = —5 et wp = Vpy1 — Uy
Un

Calculer 3 pour que (w,,),>o ait une limite finie non nulle que I’on déterminera.

5) On choisit 5 comme a la question précédente. Montrer a I'aide du I. qu’au voisinage de
Iinfini v,, 11 — v; ~ aan, puis que v, ~ aan.

6) Conclure qu’au voisinage de l'infini :

1

tn ™ (aan)t/

T
7) Application : on suppose que u; = 1 et u,, = sinu,_1 pour n > 2. Trouver un équivalent

de u,, en 'infini.

II. Amélioration du développement asympotique

Comme dans la partie précédente, on considere f : [0, A] — Ry continue, f(0) = 0 et on
suppose que si x €0, A], 0 < f(x) < x . De plus, on suppose qu’il existe a > 0 et b = a? tels
qu’au voisinage de 0 :

f(z) = 2 — ax® + ba® + o(z?)
Enfin, on choisit u; €]0, A] et on pose pour n = 2, u,, = f(Up_1).

1) A laide de III.1), vérifier que (uy)n>0 €st convergente vers 0.
2) Montrer qu’au voisinage de l'infini :

11 ,
= - n n
oy +a+ (a Yty + o(uy,)

On pose pour n > 0, v, = —

3) Montrer qu’au Voisinrglge de l'infini v,, ~ na.
On pose pour n > 0, w,, = — — na = v,, — na.

4) Montrer qu’au Voisin;ge de l'infini :

a?—b

an

Wp41 — Wn ~

5) En utilisant les parties I. et II., prouver qu’au voisinage de I'infini :

a?—b

a

Inn

Wy ~

6) Conclure qu’au voisinage de I'infini :

1 a’?—blnn <1nn)
Up = — — +o0

an ad n




7) Application : on suppose que u; = 1 et u, = In(1 + u,_1) pour n > 2. Etablir qu’au

voisinage de l'infini :
2 n 2Inn n Inn
Uy =—+=-—F0| —
n 3 n? n?

Probleme 2 : étude d’un systeme dynamique

Pour tout € R, on note f(z) = sin(2x).
1) a. Etudier z € [0,1] — = — f(z). En déduire I'existence d’un unique o > 0 tel que

. L. i
a = sin 2a;, et vérifier que a € T 1.

b. Montrer que fjz 1) est contractante de E, 1] dans lui-méme.

T 4
c. Vérifier que pour tout x € [O, Z}, ona f(x) > —u.
T
2) On considere zy € R et on définit la suite (z,)nen de R par x,; = sin 2z, pour tout
n € N. T
a. On suppose que zy € [Z’ 1} Montrer que (Z2,)n>0 €t (T2n+1)n>0 sont adjacentes et

que lim z, = a. Calculer une valeur approchée de v & moins de 107% pres.
n—-—+00

b. Montrer que, si 1 > 0 (resp. x; < 0), il existe ny € N tel que pour tout n > ng, on

ait x, € [%, 1} (resp. z, € [—1, —%} ). En déduire la limite de la suite (z,),eny dans tous les
cas.



