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Les deux problèmes sont indépendants.
On prendra bien soin de préciser toute notation non donnée dans l’énoncé. Toute affirma-

tion devra être justifiée et on hésitera pas à faire référence aux propriétés utilisées.
Il n’est pas interdit d’admettre certains éléments de démonstration (voire des questions

entières) afin de ne pas rester bloqué. Mais ils doivent absolument être mentionnés.
On laissera une marge à gauche.
Enfin, les solutions doivent être rédigées et le formalisme utilisé avec parcimonie.

Problème 1 : Lemme de Cauchy

Soit n ∈ N
∗. Soient G un groupe fini d’ordre n dont la loi interne est notée multiplicative-

ment et p ∈ N
∗ un nombre premier divisant n.

On note 1 l’élément neutre de G, E = {(x1, x2, . . . , xp) ∈ Gp, x1x2 . . . xp = 1}, S le sous-
groupe de Sp engendré par le cycle [1, 2, . . . , p] de longueur p.

Enfin, on définit sur E la relation binaire R de la manière suivante : pour tout (x1, . . . , xp)
et (y1, . . . , yp) dans E, (x1, . . . , xp)R(y1, . . . , yp) si et seulement s’il existe σ ∈ S tel que pour
tout i ∈ [[ 1, p]] , on ait yi = xσ(i).

1) a . Quelle est la signature de [1, 2, . . . , p]?
b. Quel est l’ordre de S? S est-il abélien?
c . Expliciter S lorsque p = 5.

2) a . Montrer que R est une relation d’équivalence.
b . Soient (x1, x2, . . . , xp) ∈ E et σ ∈ S. Montrer que (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(p)) ∈ E (on

commencera à le prouver pour σ = [1, 2, . . . , p]).
c . Soient (x1, . . . , xp) ∈ E et H = {σ ∈ S, ∀i ∈ [[ 1, p]] , xi = xσ(i)}. Montrer que H est

un sous-groupe de S. En déduire que H = {1} ou S.
d. Montrer que chaque classe modulo R possède 1 ou p éléments.

3) a . Calculer CardE.
b . On note r (resp. s) le nombre de classes modulo R de cardinal 1 (resp. p). Montrer

que np−1 = r + sp.
4) En déduire l’existence d’un élément de G d’ordre p.

Conclusion : Ainsi, pour tout groupe fini d’ordre n et tout diviseur premier p de n, il existe
un élément de G d’ordre p. Ce résultat constitue le lemme de Cauchy.

Problème 2 : Théorème des deux carrés

Dans tout le problème, p désigne un nombre premier et P l’ensemble des nombres premiers.



On note N l’ensemble des entiers naturels qui s’écrivent comme somme de deux carrés d’entiers :

N = {n ∈ N, ∃(a, b) ∈ Z
2, n = a2 + b2}

Si n ∈ N
∗, le théorème fondamental de l’Arithmétique permet d’écrire la décomposition de

n en produit de facteurs premiers :

n =
∏
p∈P

pνp(n)

où (νp(n))p∈P est une famille à support fini de N.

I . Petit théorème de Fermat :

1) Soit a ∈ Z. On suppose que p ne divise pas a. Montrer que :

ap−1 ≡ 1 (mod p)

2) Montrer que 13 divise 270 + 370.
3) Soit n ∈ N

∗. Montrer que 21 divise 24n
+ 5.

II . Le théorème de Wilson :
Soit K = Z/pZ.
1) Soit x ∈ K. Montrer que si x2 = 1, alors x = 1 ou x = −1.
2) En déduire que (p − 1)! ≡ −1 (mod p) (on associera x ∈ K∗ et x−1 ∈ K∗).
3) Soit n ∈ N

∗. On suppose que (n − 1)! ≡ −1 (mod n). Montrer que n est premier.



III . Dénombrement des carrés dans Z/pZ :

On suppose p � 3 et on pose K = Z/pZ et :

C = {a ∈ K∗,∃x ∈ K∗, x2 = a}

1) Montrer que

K∗ −→ K∗

f : x �−→ x2

est un morphisme de groupes. Préciser son noyau. En déduire que C est un sous-groupe de K∗

et préciser son cardinal.
Soit a ∈ K∗. On dit que x et x′ dans K∗ sont associés si xx′ = a. L’associé de x est

x′ = ax−1, il est unique.
2) On suppose a ∈ C.

a . Combien y a t-il de x ∈ K∗ associés à eux-mêmes? Que vaut leur produit?
b. En déduire :

(p − 1)! =
∏

x∈K∗

x = −a
p−1
2

3) On suppose a /∈ C.
a . Combien y a t-il de x ∈ K∗ associés à eux-mêmes?
b. En déduire :

(p − 1)! =
∏

x∈K∗

x = a
p−1
2

4) Conclure que a ∈ C si, et seulement si, a
p−1
2 = 1. Que vaut a

p−1
2 sinon?

5) Montrer l’équivalence des deux propositions suivantes :
(i) −1 est un carré dans Z/pZ;
(ii) p ≡ 1 (mod 4).

IV. Stabilté de N par multiplication

Soit A l’ensemble des matrices M de M2(Z) tel qu’il existe (a, b) ∈ Z
2 tel que :

M =

(
a −b
b a

)

1) Montrer que A muni des opérations usuelles sur les matrices est un anneau.

2) Soit M =

(
a −b
b a

)
∈ A. Calculer det M . Préciser les éléments inversibles de l’anneau

A.
3) Démontrer que N est stable par multiplication.

V. Valuation p-adique d’un élément de N lorsque p ≡ 3 (mod 4)

On suppose p toujours premier et p ≡ 3 (mod 4). Soit n ∈ N . On suppose νp(n) > 0 i.e.
p|n. Il existe (a, b) ∈ Z

∗ tel que n = a2 + b2.
1) Montrer que p|a ou p|b (on pourra utiliser III.5)).
2) En déduire que p2|n.
3) Conclure que νp(n) est pair.



VI. p ∈ N lorsque p ≡ 1 (mod 4)

1) Montrer que 2 ∈ N .
On suppose p toujours premier et p ≡ 1 (mod 4). On pose I = {k ∈ N

∗, kp ∈ N}.
2) Montrer que I est non vide (on pourra utiliser III.5)).
On note m0 = min I. Il existe donc (a, b) ∈ N

2 tel que m0p = a2 + b2.
3) On suppose m0 > 1.

a . Montrer que m0 < p.
b. Montrer que m0 est premier avec a et premier avec b.
c . Etablir l’existence de (a′, b′) ∈ Z

2, 0 < m1 < m0 tels que, modulo m0, a ≡ a′ et b ≡ b′

et :

a′2 + b′
2

= m1m0

d. En déduire que :

(aa′ + bb′)2 + (a′b − ab′)2 = m1m
2
0p

e . Démontrer que m1 ∈ I et aboutir à une contradiction. Quelle conclusion peut-on en
tirer?

VII . Théorème des deux carrés :

1) Soit n ∈ N
∗. Montrer l’équivalence des deux conditions suivantes :

(i) n ∈ N , i.e. n est somme de deux carrés.
(ii) Pour tout nombre premier p tel que p ≡ 3 (mod 4), νp(n) est pair.
2) Montrer que 29250 ∈ N et écrire 29250 comme somme de deux carrés.


