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L’épreuve est constitué d’un unique probleme. Les trois premiéres parties sont largement
indépendantes. La quatrieme et la cinquieme utilisent des résultats de ces trois premiéres parties
qut peuvent éventuellement étre admis.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction. Pour tout développement limité et toute
utilisation des notations de Landau, on n‘ommettra pas de préciser au voisinage de quel point
l’'on se place. Les changements de variables, comme les intégrations par parties doivent étre
signalés. Les calculs doivent figurer sur la copie et étre menés avec soin. Les résultats doivent
étre encadrés ou soulignés.

Développement asymptotique des sommes de Riemann

Soient a < b deux réels. On note C' I’ensemble des fonctions de classe C* sur le segment
la,b]. Pour tout f € C et tout n € N*, on note :

Sulf) = b_aif(cwM)

n n

et
Au(f) = / f(x) dz — S,(f)

Le but du probleme est d’établir un développement asymptotique de A, (f) lorsque n tend
I'infini.

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant : soit (u,),en une suite réelle. On
suppose qu’il existe (¢x)o<kgy €t (¢} )o<kgq familles de R telles que :

n4 n n

1 Cq 1 , Cy 1
Up,=¢c+—+...+—+o|—|=¢c+—+...+—+o0| —
n nd nd q

Dans ces conditions, pour tout k € {0,1,... ,n}, ¢x = ¢.

I. Premiere partie : Convergence des sommes de Riemann

1) Soit f € C. Redémontrer que A, (f) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

n

.. . 1 1
2) Calculer la limite : nl_l)l}_loo E ; W



3) En déduire la limite suivante :

n

lim ! :1+21n2—gln3

ntoo =k +v/n? — kn + k?

1
(on pourra se servir de la relation Argsh (—) = —1In3)
V3
II. Deuxieme partie : Existence du développement asymptotique

On suppose que a =0 et b = 1. Soit ¢ > 0 un entier. Soit f € C.
1) Soit n € N*. Pour 0 < k < n, on pose x = k/n. A I'aide de la formule de Taylor-
Lagrange, établir que :

An(f) = ZZMJFWn

k=1 p=1 (p + 1)!np+1
n f’($k> f’l<$k) . f(q) (ﬂj‘k)
Z(_ e+ g W) w,

SUDPze(0,1) |f(q+1)|

(q + 2)Inat!
2) En déduire que :

avec |W,| <

4 (f®) 1
S UL UM
p—l—l 'np (nq)

p=1

3) On suppose qu'il existe ¢, ca,..., ¢;—1 dans R tels que pour toute fonction g € C' et

tout ¢/ <qg—1:
¢ P-1)(1) — gle=D(Q 1
:Zcpg ()pg (>+0<q/)
n n
p=1

a. Montrer que si I’'on pose ¢y = —1, on obtient pour tout 1 < p < q:

S f(p+’"1)(1)—f(”+’“1)(0)+0< I >

nr na—p

q -1 l r+1 (I-1) _ f£0-1)
SU) = (0
An( [(Z [—r+1) ) n!

On considere dans la suite du probleme, la suite (¢,),>0 définie par récurrence par :

g—1 (_1)qfr+1 a+1 (_1)3

co=—1 et ¢= Zo laor I~ > g Castl (¢=1)



4) Démontrer par récurrence que pour toute f € C' et tout ¢ € N :

d (r-1)(1) — flp-1)
An(f) = Zcpf (1)npf O, <i)

nd

5) Soit P € R[X] de degré inférieur ou égal a q. Montrer rapidement que la formule du 4)
est exacte, i.e. :

a (r-1)(1) — p—-1)

p=1

np

(on constatera notamment que la formule du 1) est exacte, i.e. W,, =0)
6) On revient au cas général avec a < b quelconques. A 1'aide d’un changement de variable
affine, prouver que pour tout f € C et tout ¢ > 0 :

a (=1 (p) — Fe=1(q —a)?
5o, U0 = 1070@) 0 (L)

np nd

et si P € R[X] de degré inférieur ou égal a ¢ :
4 PP=D(b) — PP=D(a)) (b — a)P
NGRS )

p=1

npk

III. Troisieme partie : Nombres de Bernoulli

Pour tout u € R et tout n € N, on pose :

1
Fn(u):/ e dt
0

1) a. Montrer que pour tout A > 0, il existe M > 0 tel que pour tout (u,ug) €] — A, A| et
tout t € [0, 1], on ait :

e — "' — (u — ug)te"' | < M(u—up)?

b. Soit ug € R, n € N. Ecrire sous forme intégrale la différence :

Fo(u) — F,(uo)

U — Ug

— Foi1(ug) pour u = ug
et étudier sa limite lorsque u tend vers ug, u = uy.
c. Soit n € N. Conclure que F,, est dérivable et que F = F, ;.
On considere la fonction :

1siu=0
cu €R v—1
v S siu=0
u

2) a. A l’aide du 1), montrer que ¢ est de classe C*, que ¢ = 1/p est bien définie et de
classe C°.



b. Soit ¢ € N. Justifier le développement limité lorsque u % 0 tend vers 0 :

U . @ (0
_3~20)

c. Calculer ¢'(0).
d. Montrer que pour u #0 :
u u

u u
Z — 2 oth—
o1 T3 oty

En déduire que pour p > 3, p impair, 1 (0) = 0.

On notera dans la suite du probleme, B, le p-ieme nombre de Bernoulli défini pour p > 0
par :

B, = (=1)""1®)(0)
On a donc pour u = 0, u tendant vers 0 :

q
___+Z p2p+0( 2q+1):1_g+2% 2 4 o(u2H)

p=1

eu

IV. Quatrieme partie : Utilisation d’une fonction test

On considere f: z € [0, 1] — €”.
1) Calculer A, (f) en fonction de n € N*.
2) Soit ¢ € N. Etablir que lorsque n tend vers I'infini :

1 1/n e, 1
1‘ﬁ‘m—zﬁ+0(ﬁ)

3) En déduire que :

1

g =—=, Cypy1 =0sipeNT
(=1"B,

= — eN
T
4) Soit ¢ € N. En utilisant la définition de la suite (¢;),>0 donné au II., établir la relation
p—1
p+ Z( 1)'C3 B, =

r=0

En déduire Bo, Bl; BQ et Bg.

V. C(Cinquiéme partie : somme des puissances des n premiers entiers

Soit r € N*. Pour n € N*, on note :
sp(n)=1"4+2"+...+n"

En appliquant le résultat de la partie II. a f : x € [0,1] — 2", prouver que s,(n) est un
polynome en n de degré r 4+ 1, a savoir :
E(r/2)

> (P, B

n’ 1




