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DEVOIR SURVEILLE N9
Mercredi 18 décembre 2002

- Durée : 4 heures -

Les deux probléemes sont totalement indépendants.

On prendra bien soin de préciser toute notation non donnée dans l’énoncé.

1l sera tenu grand compte de la rédaction et seules les conclusions et les résultats mis en
valeur seront pris en compte.

Probleme 1 : Inégalité de Bernstein

Dans tout ce probleme, si f est une fonction bornée de R dans R, on note || f|| = sup | f(x)|.
zeR

Pour une fonction k-fois dérivable, on notera f*) la dérivée k-ieme de f et par convention
f© = f. On appelle zéro de f tout réel z vérifiant f(z) = 0.

On considere un entier n strictement positif et on note 7,, 'ensemble des fonctions f de R
dans R pour lesquelles il existe ag, ... ,an,bo, ... ,b, des réels tels que

fixr— Z (a; cos(jz) + b;sin(jz)) .

5=0
On dit que les éléments de 7, sont des polynomes trigonométriques de degré inférieur ou égal
an.
Le but du probleme est de majorer || f'||« en fonction de || f||w lorsque f € 7.

Dans tout le probleme on fixe aq,... ,an,bo,...,b, des réels et f € 7, tels que pour tout
r € R,

3

f(@) =" (a;cos(ja) + by sin(ja)).

Jj=0

I. Généralités.

1) Montrer que f est 2m-périodique, de classe C*>°, bornée sur R et que

n

£ lloe <Y (laj] + [551)

j=0

2) Montrer que pour tout k € N, f*) € 7,,.

3) La fonction f est-elle uniformément continue sur R ?

4) Soit (a,b) € R? et s: x € R — asin(nz + b). Démontrer que s € 7,, et que ||| =
n]lslloo-



II. Majoration du nombre de zéros de f.

On suppose dans cette partie qu’il existe a € R tel que f s’annule en 2n + 1 points distincts
de l'intervalle [a, o 4 27[ et on se propose de montrer que les a; et b; sont nuls.

1) Montrer que f’ s’annule en 2n + 1 points distincts de [, a + 27[. En déduire le méme
résultat pour f* pour tout k € N.

2) On pose pour k > 0, g = (k) - Calculer gi(x) pour x € R et démontrer que I'on

il
n
peut écrire

gr(z) = a, cos(nx) + by, sin(nz) + 4 (z),
ou ¢; est telle que

m |leglec = 0.

lim |lexlloo = 1
(o) k——+o00

-

3) On suppose dans cette question que (a,,b,) # (0,0). Montrer que la fonction I, : x ——
a, cos(nx) + b, sin(nz) s’annule en exactement 2n points distincts de I'intervalle [o, o + 27 et
calculer |l (z)| en chacun de ces zéros.

4) Montrer que si (a,,b,) # (0,0) alors pour k assez grand, g, ne pourrait s’annuler que
2n fois sur l'intervalle [a, a 4 27].

5) Conclure.

IIT. L’inégalité de Bernstein.

On se propose de dans cette partie de démontrer I'inégalité de Bernstein :

1/ e < 2l flloc-

Pour cela, on raisonne par I’absurde et on suppose qu'il existe u € R tel que f/'(u) = || f'[| €t
f'(u) > nl|f]lc- On note h: R — R la fonction définie par

o) = |1 fsin (oo = w)] = @) (@ < R

1) Montrer que h € 7,,.
2) Soit k € {0,1,...2n — 1}. Montrer que h admet au moins un zéro sur l'intervalle

7 km m (k+ 1w
Ut o U o |

2n  n 2n n
3) Calculer A'(u) et montrer que A’ s’annule au moins 2n + 1 fois sur 'intervalle [u, u+ 27].
4) Calculer A”(u) et montrer que h” s’annule au moins 2n+1 fois sur [u, u+ 27[. En déduire

une expression explicite de f.

5) Les hypotheses faites sur f sont-elles compatibles entre elles ?
6) Pour toute fonction f € 7, et tout entier k > 0, établir I'inégalité

Hf(k)Hoo < nka“oo

Si k et n sont fixés, existe t-il des fonctions pour lesquelles 1'égalité est atteinte ?



Probleme 2 : Développement de fonctions en série entiere

Soit I un intervalle ouvert non vide.
On dit qu’une fonction f est développable en série entiere en a s’il existe » > 0 et une suite
(an)nen tels que pour tout x € [ vérifiant |z — a| < r, on ait :

@)=Y ane - a)"

I. Quelques exemples :

1
1) Montrer que les fonctions z €] — 1, 1[— ,x €] — 1,1 112" ER+— €
—x

sont développables en série entiere en a = 0.
2) a. A laide de la formule de Taylor-Lagrange, démontrer que la fonction = €] — 1, 1[——
In(1—=x) est développable en série entiére en 0. De maniere plus précise, on s’attachera a prouver

c 11
ue pour x ——, =
que p 59

oo 4,
ln(l—x):—g T
n

n=1

+001

b. Démontrer que In2 = —
- n2n

n=

II. Reégularité des fonctions développables en séries entieres

On admettra que si f est développable en série entiére en a avec pour x €la — r,a + r|,
+oo

f(z) = Zan(x —a)", f est de classe C* sur Ja — r,a + r| et que la dérivée de f s’obtient en
n=0

dérivant terme 3 terme la série :
—+o0
f(x) = Z na,(r —a)""* pour x €la—r,a+rl.
n=1

1) Démontrer que si f est développable en série entiere en a sur |a —r,a + [, on a :

(x —a)" pour x €la—r,a+T7].

_1/1,2 . O
2) On définit pour x € R, f(z) = ¢ ) ot
Osiz=0
—1/22

a. Soit n > 0. Calculer hH(l)
T— x"n
0

b. Démontrer que f est de classe C* sur R* et qu’il existe P, une fonction polynomiale
définie sur R telle que pour tout n € N et x € R*,

f™(z) =P, <l> e M

T




On exprimera P,(y) en fonction de P, _1(y) pour n > 1 et y € R.
c. Montrer que f est continue, puis de classe C! sur R.
d. Démontrer que f est de classe C*.
e. f est-elle développable en série entiere en 07 Conclusion ?

III. Principe des zéros isolés :

Soit f : I — R développable en série entiere en a € I :

+oo
pour x €la —r,a+r[, f(r)= Zan(:c —a)"
n=0
1) On suppose qu’il existe p > 0 tel que ap = a; = ... = ap,—1 = 0 et a, # 0. Démontrer

I'existence de 0 < s < r tel que si z €|a — s,a + s| et  #a, f(z) #0.
2) Montrer que s'il existe une suite (x,)n,>0 de Ja — r,a + [, les ,, étant distincts de a,
convergeant vers a et vérifiant f(z,) =0, f est en fait nulle sur Ja — r,a + r[.

IV. Applications :

On se donne une fonction f: I — R de classe C*. On suppose qu’il existe M > 0 tel que
pour tout x € I et tout n > 0 :

|f" ()] < Mn!

1) Démontrer que f est développable en série entiére en tout point a de I.

On suppose de plus que f admet une infinité de zéros dans un segment [a, 5] C 1.
2) Montrer 'existence de ¢ € I tel que f est nulle sur un voisinage de c.

3) Démontrer que f est nulle sur I.



