(HX3™  Mathématiques

DEVOIR SURVEILLE N¢%
Samedi 30 novembre 2002

- Durée : 4 heures -

Les deux exercices et le probleme sont totalement indépendants. Il est demandé de rédiger
le premier exercice sur un premier ensemble de copies relevé au bout de deux heures trente
minutes. Le second ensemble de copie relevé au bout des quatre heures portera la rédaction du

second exercice et du probleme.
On prendra bien soin de préciser toute notation non donnée dans l’énoncé.

On laissera une marge a gauche.
Seules les conclusions et les résultats mis en valeur seront pris en compte.

Exercice 1 :

1) Question préliminaire : soit K un réel («,),en une suite réelle vérifiant oy, 11 = 4oy, + K
pour tout n € N. En considérant la suite 3, = «a,, — L ou L vérifie L = 4L + K, exprimer «,
en fonction de n. A quelle condition cette suite converge t-elle ?

On admettra la continuité des fonctions arcsin et arccos sur [—1, 1].

Le probléeme étudie la convergence simultanée des suites réelles (a,)nen, (bn)nen €t (Cn)nen
définies par les relations de récurrence

Uni1 = a2 + 2b,cy
VneN, < b, =0+ 2c,a,

Cnil = CZ + 2a,b,,

avec (ag, by, co) € R3. On note j = e’
2) On pose pour tout n € N,

T, = ap + by, + ¢y,
Yn = Qp +]bn +j20n
Zn = Qan +j2bn +]cn

a. Calculer 1+ j + 52
b . Montrer que les suites (an)nen, (bn)nen €t (¢n)nen convergent si, et seulement si,
(In)n€N7 (yn)nEN et (Zn)neN Convergent dans C.

Exprimer dans ces conditions les limites a, b et ¢ des suites (a,)nen, (bn)nen €t (Cn)nen
respectivement, en fonction des limites x, y et z des suites (z,)nen, (Yn)nen €t (2n)nen respec-
tivement.

c. Déterminer les relations de récurrence permettant de calculer x, 1, ¥,11 €t 2,411 en
fonction de z,, y, et z,.

d . Donner ensuite la relation de récurrence existant entre y,.2 et y,, et celle existant
entre 2,42 et z,.



3) Etudier en fonction de xy € R la limite de la suite définie par x,,; = 22 pour tout
n € N.
4) On considere la suite (u,),eny définie par ug € C et pour tout n € N, u, 1 = ul.
a. Déterminer les limites possibles de la suite (u,)nen-
b. Que dire du point de vue de la convergence lorsque |ug| # 1.
5) On suppose dans cette question que |ug| = 1 et que la suite (u,)nen converge vers [ € C
et on écrit pour tout n € N, u,, = e’ avec a, €] — 7, 7.
a. On suppose de plus ici que (uy,),en converge vers [ = 1. Montrer qu’alors il existe un
rang ng € N tel que si n > ng, a,, = arcsin(Zm (u,)). En déduire que (o, )nen converge vers 0.
b . Prouver que la suite (ay,)neny converge vers « ou « appartient a l’ensemble
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c. Etablir pour n € N l'existence d’un unique entier relatif k,, tel que a1 = 4o, + 2k, 7.
Déduire de ce qui précede que la suite (ky)nen converge vers une limite k£ qu’on exprimera en
fonction de a.

d. Montrer que la suite (k,)nen est stationnaire. Démontrer qu’il en va de méme de la
suite (@, )nen-

6) On suppose que uy = €'* avec ay €] — 7, 7). En déduire qu'une condition nécessaire et

2 2
suffisante de convergence de (u,),en est existence de o € {—g, 0, ?ﬂ} et de N € N tel que

Nay — o € 217
7) On considére a nouveau les suites (@, )nen, (0n)nen, (Cn)nen, (Tn)nens (Yn)nen €t (2n)nen-
On éerit yo = |yole™® avec — < o < 7.
a. Déduire des résultats précédents une condition nécessaire et suffiante de convergence
des suites (@, )nen, (bn)nen €t (¢n)nen portant sur |zl |yo| et ap.
b. Déterminer toutes les valeurs possibles du triplet (a, b, c).

Exercice 2 : Propriété de Borel-Lebesgue

I. Soient (a,b) € R?, a < b et (€)ier une famille d’ouverts de R telle que

[a,0] < [

il

1) On note E l'ensemble des = € [a,b] tel qu'il existe J, C I fini avec [a, z] U Q;.

1€Jg
. Montrer que a € E.

. Montrer que E est un intervalle.
Montrer que sup F € E
. Montrer que sup £ = b.
. En déduire qu'il existe J C I fini tel que [a,b] C |J,c,
2) Soit F' C R. On suppose F' est compacte. Soit (£2;);c; une famille d’ouverts de R telle

a0 T

que F' C U ;. En introduisant U = R\ F' et en utilisant la question précédente, prouver qu'’il
iel
existe J C [ fini tel que

FCUQ



II. Soit F' C R. On suppose que pour toute famille (£2;);e; d’ouverts de R telle que F' C U Q;,
icl
il existe J C I fini tel que F' C U €2;. En considérant (] —n, +n|),>1, prouver que F est borné.
- ieJ
Soit a € F. En considérant (R\[a — 1/n,a + 1/n]),>1, prouver que a € F. En déduire que F'
est compact.

Probléeme : Séries d’Engel

Soit g €]0, 1]. L’algorithme de Briggs consiste a définir :

_p(L _r(L
{UO_E<$0>+1 et pour tout n € N* {u" <$n>+1

T1 = Upxg — 1 Tpal = UpTyp — 1

I. Propriétés de I’algorithme de Briggs

1) Montrer que (Z,)nen €t (Un)nen sont bien définies et que pour tout n € N, x,, > 0.
2) Montrer que (x,),en est décroissante. En déduire que (u,),en est croissante.
3) Etablir que pour tout n € N

1 1 1 1
Tog = — + e + :L'n—i-l
Up UgUq UoUyp . . . Uy UoU1 . . . Up
4) Démontrer que
1 1 1 =1
To=—+—+...+ +...= Z —
Ug UoU1 UgUp . . . Up "0 UgUy . . . Up
II. Unicité du développement en série de Engel
On suppose ici que
1 1 1 - 1
0 Z mommq ... My

mo motnq moimy ... My 0
n=
ot (my,)nen est une suite de N* croissante.

1) Montrer que pour tout n € N

memy ...m, = 2"+

“+oo
1
En déduire la convergence de la série Z
n=0
2) Démontrer que my = E < ) + 1 = .

1
z0

mgml...mn'

3) Conclure que pour tout n € N, m,, = u,,.
Ainsi, tout réel zq €]0, 1] peut s’écrire

1 1 1 1
To=— + +...+7+...:27
Uo UgU1 UgUy - .. Up 0 UgUy - . . Up

ol (Up )nen est une suite de N* croissante. Ce développement est donc unique et est connu sous
le nom de développement en série de Engel.



“+o0o
4) Déterminer (uy,)nen lorsque xo = e — 2 (on rappelle que e = Z

n=0

1
n!

).

III. Caractérisation des rationnels
1) On suppose la suite (u,)neny constante a partir d’un certain rang. Montrer que

+o0 1
To = 5 ————— est un rationnel.

n=0 oW1 n

2) Réciproquement, on suppose que zg € Q et xy = g—g avec Ag et By dans N*.

a. Montrer qu’il existe A; < Ay dans N* tel que :

A

Ty = —
By

b. En déduire que (u,)nen est constante a partir d’un certain rang.

3) En déduire que e est irrationnel.
+oo

4) Montrer que Z o est irrationnel.
n=0

5) Montrer que eV? est irrationnel.

IV. Formule de Stratemeyer

Soit tg € N*, ty = 1. On considere la suite (,),en définie par récurrence par ¢, = 2t2 — 1

pour tout n € N. On pose zg =ty — /13 — 1.

1) Montrer que xy €]0, 1], ug = 2¢; et exprimer z; en fonction de ;.

2) Démontrer que la suite (u,)neny de lalgorithme de Briggs relative a xy est donné par
u, = 2t,, et donc

+oo

1
o = —_—
0 ; Ittty .. t,



